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13 Limieten en asymptoten

Voorkennis Limieten

Bladzijde 9
a De perforatie is het punt (2, -2).
b De functie /" bestaat voor x = 5, dus f'is continu in 5.

16 —24 + . . .
¢ f(4):%28:0, dus de functic bestaat voor x =4, dus f'is continu in 4.
x2 — ) +5)x—5 )
a fim 2 2 gy FFIFO) e =10
=5 x—5 =% X — x—5
2y —4)x—6
p 2102, K VETO) i -4y =2
x—06 o= x—6 x— x—06
¢ lim xz_lzlz;lzgz
=l x2+1 1241 1
-2 -+
A M, B2y T B, W B
x=0 x2+x y=o0x(x+1) x=sox+1 1

Bladzijde 11

. X
= lim ——

3 3
2 Tim, 2y £ P03
X—oo 3x+17.r1—>oo 73—0—07 3
3+—
) 4x . 4 4
bx]in-lm3—x_x1irpm3_l_o—1;4
X
7§+2
. 3-2| .. ~(3-29) 342 . x ~ _0+2
¢ lim —=1 = = lim = 2
x—ew  x+1 x=e  x+1 xoe x+1 X—ce 1+0
1+—
X
3
; x+3 ; x+3 . x+3 . ATE i
d lim ———= lim —— = lim = lim = =-
X—3-00 ‘2x+1| X —3-o0 —(Zx+1) x50 -2y —1 x—-w 72_l -2-0
X
e lim w=lim gley im a1 4 =1im2x_1
*Hm|4—3x‘+x x—0 —(4=3x)+x x-oe -4+3x+x x-oe4x—4

1
2| -x+l v —x+d Gpdl o o w
f im ——= lim —— = lim = lim =
X—-o0 |3 —4x‘ xo-e 3 —dx x>0 3—4x  xo-e 2_4
X

O 2 verticale asymptoot:

4

|2+ 5| =0A5—3x#0 geeft x =-2}
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-23.

5_3xv00r2x+5>00fwclx>72%
Sy = (xS
[2x+ 5| 5—-3x

I voor 2x + 5 < 0 ofwel x <-2;
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] - T - _0-3_
D = b s I = e~
2+=
X
5-3x %73 0-3
Jim f) = lim =20 = lim _ 5 2-0 13
X
Dus de horizontale asymptoten zijn de lijnen y =-11 eny = 1.
b y
i
|
|
I
|
|
I
I
7o
I
l
|
e A e e E L PP P y=13
|
: O\\X
y:—1% ————————————————— -:- —————————————————————————
|
I
x=-25

_ 22?C*
(5 JF f(x)=;;§= (2x733)=2mitsx¢1%

De grafiek van f is dus de lijn y = 2 zonder het punt (11, 2).
b y

-1

13.1 Evenredigheden en inverse functies
Bladzijde 12

o a Bij de formule y, = 12x geldt dat v met k£ wordt vermenigvuldigd als x met & wordt vermenigvuldigd.
b Bij de formule y, = 1x—2 geldt dat y door £ wordt gedeeld als x met & wordt vermenigvuldigd.

Bladzijde 13

© 2 » evenredig met L, dusy=a- g
! 4x +1 g 4y + 1

x=1eny=0,6 geefta- . =0.6

4+1
0,2a = 0,6
a=3
. X _ 3
Dus y=3——ofwel y="7—"-
b lim = b = i —> = =3

x—do0 " xowdyx+]1 x5 1 440
4+
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2x . 2x
(3 I omgekeerd evenredig met v, dus =2
x—1 x—1
2-5 a
=5eny=1,6 geeft ——=——
x=5en) geeft 7 L6
4a=16
a=4
4
Dus 1 *}—,
2xy=4x—4
_4dx-4
2x
2x—72
y=—
- 2-3 2-0
b limy = lim = lim —>=5""=2
X—>o00" X—yco X X—y o0 1 1
. ; 4
o v is omgekeerd evenredig met 2 + W geefty =
X 9+
x=-2eny=1geeftl=
4
2+
-2
a=2+-=2+2=4
Dus _v=L.
2 +i
x|
lim y= lim h lim e S lim &
X —-co X —-ce X— oo X— -0
2+i 2+i - —-—=
|x‘ -X %
Bladzijde 14
a
Q:i-; 5=50
d=denl=30) ;_50.42= 800
: 800
De fi leis L=—-
e formule is 7
b d:deeftL:gf—zo:mO
De geluidssterkte is 200.
¢ L=20 eeft@=20
sl
204% =800
d>=40
d=./40=6732...
Dus op een afstand van 6,3 m,
d De afstand d, geeft L, = Ei;)—;)
1
dy=2d, 800 800 800 , 800
7. 28005 L, =— ===
2_d—22 dy” (2d\)* 4d, d,

Dus de geluidssterkte wordt 4 keer zo klein.
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e ! Wl :avz . e

_ 120000 _
20 0.231...
Dus #, = 0,232,
b
Wi=—3 %: 300000
v="T20en J’VI = 300000 b= 300000 - 7202 = 1,555'" s 1011
. 10l!
Dus = 156101
B
1.56- 10"
b W= pVI + m=0’23v2+¥
101!
Voer in y, = 0,23x* + ﬂ
X

De optie minimum geett x ~ 908 (en y, = 378 840).
Dus bij een snelheid van 908 km/uur is de totale weerstand minimaal.
¢ v=908 geeft W, =0,23-908%= 189626 N

156+ 10!
v =908 geeftW;%:lSQZMN

Dus bij minimale totale weerstand geldt W, = ..
Bladzijde 15
€@ =2 [nde grafiek is te zien dat bij elke v hoogstens één x hoort. Dus f heeft een inverse.
b De horizontale asymptoot van de grafiek van f is de lijn y =-2, dus de verticale asymptoot van de
grafiek van /™ is de lijn x =-2.
De verticale asymptoot van de grafiek van f is de lijn x = 3, dus de horizontale asymptoot van de
grafiek van /™ is de lijn y = 3.
¢ De grafiek van £ snijdt de y-as in het punt (0, 12), dus de grafiek van /'™ snijdt de x-as in het punt 4 (12, 0).
De grafick van f snijdt de x-as in het punt (-24, 0), dus de grafick van /™ snijdt de v-as in het punt B(0, -23).
d y

e De graficken van f en /1" zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.
Omdat de grafiek van f'de lijn y = x niet snijdt, snijdt de grafiek van /™™ ook niet de lijn y = x en
zullen de grafieken van f'en /™ elkaar dus ook niet snijden.

@ Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten
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Bladzijde 16
., 4 3x*2) 4 3x+6-4 3x+2
p 02 /=3 x+2 x+2 x+2  x+2  x+2

(9 JF

lim = lim = =3

Dus de horizontale asymptoot van de grafiek van f'is de lijn yy = 3.
x+2 =0 geeft x=-2, dus de verticale asymptoot van de grafick van fis de lijn x =-2,
Omdat de f'en g elkaars inverse zijn, is de lijn x = 3 de verticale asymptoot van de grafiek van g

en de lijn ¥ =-2 de horizontale asymptoot van de grafiek van g.

Het lijkt mij dat de vergelijking f{x) = g(x) meer rekenwerk geeft dan de vergelijking f{x}=x

of de vergelijking g(x) =x.

Bladzijde 17
; 2
Voor f'geldt y = xZTZ dus voor /™ geldt x = }T};
xy+3x=2y
xy—2y=-3x
(x—~2)y=-3%
v -3x
Tox-2
- =3x
Dus f"™(x) = :
=2
3x—-1 - 31
Voor f geldt y = 4t S dus voor /™ geldt x = P
dxy+5x=3yv-1
dxy —3y=-5x—1
(dx—3p=-5x—-1
_~x—1
& 4x—3
T o |
Dus v = pe—
_ax+b - _aytbh
Voor fgeldt vy = et d dus voor /™ geldt x = o

cxytdx=ar+b
cxy—av=-dx+b
(cx—ayw=-dc+b

=—dx+b
cX —d
Dus finv = M
cxX —d
3
lim(3— )=lim 3-—* |=3--9 _3_¢-=3
X —co x+1 X —3co 1 1+0
1+=
X

Dus de horizontale asymptoot van de grafick van fis de lijn y = 3.
x+1=0 geeftx=-1, dus de verticale asymptoot van de grafick van fis de lijnx =-1,

f(x):3_xi 1 =3 - 3G+ 1L geeft P — 3@+ 14— (-x-fl)z
Stel k: y—ax+bmeta=f'(1)=ﬁ=%-
y=3x+b); L
Ay firee=
2+b=11
=

Dus k:y=3x +7.

8 Hoofdstuk 13
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¢ De grafick van f'snijden met de lijn y = x geeft 3 — ilz X
3
Bos i
* x+1
et 3 ——2=3
-x2+2x=0
-x(x—2)=0
x=0vx=2
Dus B(2, 2).
Stel de raaklijn in B aan de grafick van fis m: y=ax+ b meta = f'(2)—(2+31)2—§.
1
y=3x+b L. =
B(2.2) }3 2+b=2
2+p=2
b=1;

Dus m: y = 5x + 3.
De lijn / is het spiegelbeeld van m in de lijn y = x, dus voor / geldt x =y + 1%

*%Jf‘ =gk 1%
y=3x—4
Dus : y=3x—4.
Alternatieve uitwerking
Na de berekening van B(2, 2) kun je ook als volgt verdergaan.
3 3x+3 3 3x iny _ ¥
Voor fgeldt v=3 ] x5l 2l 2+l , dus voor /'™ geldt x = PEE
xy+x=73y
xy—3v=-
(x—3y=-x
__x
Y x—3
) -x . - x-3)-1—--x1 -x+3+x 3
Dus f™(x) = t geeft /MV'(x) = = = ;
us f1mv(x) P en dit geeft /"'(x) (=37 =3¢  (x-37
- 3
Stel: y=ax +bmeta=/"™"(2)= =
y ™= G5
-}3(—_23;; b} 32+p=2
’ 6+b=2
b=-4
Dus [ y=3x—4.

@ Vis symmetrisch in de lijn y = x. Dus de oppervlakte van 7 is twee keer de oppervlakte van het
vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafick van f'en de lijn y =x.

2 2
3
O(V)=2-L£(f(x)—x)dx=2v{(3 —m—x)dx=2'[3x—3ln(x+ -1

=2(6—-3In(3)-2)-2(0-3In(1)-0) =8 - 61In(3)

2
@al - = lim x=a_0=La
tSe2x—5 x5e 5 2-0 7

&

Dus de horizontale asymptoot van de grafiek van fis de lijn y =1a.
la=3geefta=6
b De verticale asymptoot van de grafiek van /™ is de lijn x = Ja.

ta=4geefta=38

@ Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten 9



4 _2'5_1}‘—5-0-4_2%}-’—1

4 .
¢ Voor g geldt y =21 + o dus voor g™ geldt x =24 + .

=2 y—2 y—2
23v-1 ;
x=——7—geeftxy—2x=2;5y -1
o xy—2ky=2x—1
ylx-2)=2x-1
2x -1 4x -2
)= fwel v =
LT b
- dx— 2 . -
Dus g™(x) = Y 5.En dit is gelijk aan f(x) als a = 4.
ax—32
d 2x—5_x
22 —5x=ax—2
22+ (-a-5)x+2=0
geen oplossingen, dus D <0
(Fa—52-4-2-2<0
(a+5)7<16
-4<ag+5<4
9<a<-1
Dus voor -9 <a <-1.
@ }J:ax+b 3a+b
’ x+1 3= 3+1
x,=3,dus 4(3,3) PO T
_ax+bh
"v_x+1 ]5_5a+b
= 5+1
xp=35, dus B(5, 5) S5a+5=30
Ja+b= 12
{5a+b= 30
-2a =-18
a9 }3-9+b—12
3a*6=12) 27+ p=12
b=-15
Dusa=9enb=-15.
13.2 Asymptoten bij gebroken functies
Bladzijde 19
D a 1(10)=2,308
J(100) = 2,939
F(1000) =~ 2,994
Tk denk 3.
b f(-10)=3.462
f(-100) = 3,059
f(-1000) = 3,006
Tk denk 3.
Bladzijde 21
1
3 ) _
@ lim g(x) = lim N = lim . 0=2en dit kan niet, want delen door nul is niet toegestaan.
g xom xr—1 x5=1 1 0-0 0

Hetzeltde geldt voor _lirq 2(x).

10 Hoofdstuk 13 ® Noordhoff Uitgevers bv



Ty 22 By 230 4
X —> oo = A%m;il -1
32
5
5_ 3 . x3 0_1 1
lim = lim =t =2
X — -0 3 x— -0 2 2 2
6
62 . x 0
\’llj)nm 7)(3_,\‘[931002 _0*1_0
il
x
12,9
(2x—3P . 4x—12x+9 _ X ¥ _4-0+0_
r—oe X241 xoe  x2+1 x> 1 1+0
1+
2
o & 1
. (x—1)Y . 16 —8x+1 . x xX x¥ 0-0+0
lm ————= lim —————= lim = =0
x—= - X3+ 4 x = —co x+4 x — o0 4 1+0
1%~
i
5 . 4+i+L
x(2x+ 1) 0 x(dx?+4x+ 1) A4 +x X x> .. 440+0
=1 =1 = lim = lim =
x> X3+ 1 X —> oo x*+1 x—> oo »¥+1 X —reo 1 r—w 140
1 4=
X
1+ 8
e ] -*-8) . -x+8 . X -14+0_
lim = =l = lim = ==
X —> -o0 2x3+_x X — -oo 2x3+x ,\'H—mzlj'—l—x X —>-—o0 1 2+0
=
410
. |47 -10 -4x*— 10 ~4x* — 10 ¥ -4-0
lim = = = =4
x5 —co |x3—1| xo e (33— 1) rxo-e —xP+1] ¥ — oo 1 -1+0
8
x¥-x-6=0

(r+2)(x—3)=0
x=-2vx=3
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =-2 en x = 3.

47_

o il T o o i Ll W

X o0 xDexyt—x—f x—ow 1 6 1-0-0
X 2

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 4.

sz—il:;;

x:—x—8

47— 1=4x"—4x—-24

4x =-23

)c=—55'—1

Dus 4(-53, 4).

@ Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten 11



4x2 -1
C f(x):4% gﬂeftm:%
9x? —9x —54=8x*-2
x2-9x—-52=0
x+H(x—-13)=0
x=-4vx=13

x=-2 xI:S

fix)<4lgeeftx<-4v-2<x<3vx>13

32 3
® a lim =] _ lim —2—= tim ——=—1— 1, dus voor x — = is de lijn y = 1 horizontale
x—ee x3 =4y xowe x3—dx x—>°°1_i 1-0
asymptoot. x?
R - B N
lim = lim =lim ——=——=-1,dusvoorx — - isdelijny=-1

o X3 =4y x5 x3—4x  xoioe { 4 1-0

horizontale asymptoot. A

¥ =4x=0A x| £0

X(x* =4 =0Ax3#0

(x=0vx?=4)Ax+#0

x=-2vx=2

Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =-2 en x =2.

+ B
b y—lgeeft(x>0/\x3_4x—l) v(x<0/\x3_4x—1)

x>0AxP=x}—4dx) v (x<0 A-x*=x3—4x)

(x>0A4x=0) v (x <0 A-2x"+4x=0)

geen opl. X<0A-2x(x2-2)=0
x<0A(x=0vx?=2)
x<0/\(x=0vx=*\/§vx=\/§)
E=—y2

3 ;<
y=—lgecft(x>0/\ x =—1)v(x<0/\ x =—1)

x—dx x*—4dx
E=0Axr=-x+4x) v (x <0 A-x*=-x°—4x)
(x>0A2°—4x=0) v (x<0 A 4x=0)
X>0A2X(x*=2)=0) v (x<0 Ax=0)
x>0A(x=0vx2=2) geenopl
x>0/\(x=0vx=*\/§vx=\/§)

E=afd
Dus 4(-2, 1) en B(2,-1).
Stel k; y=ax+bmeta=rc,,= == N

R RN A G
y=-3x2+b }_%._\/j.\/jﬂ‘;—l

door A(-/2, 1
V2 ) b+1=0

b=0
Dus k: y = -1xv/2.

12 Hoofdstuk 13 ® Noordhoff Uitgevers bv



3
4

xX3—4x 3
x>0 Ady?—16x=3x"
x>0Ax’—16x=0
x>0 Ax(x2-16)=0

¢ flx)=13 geeftx>0 A

=
X3—4x 3
x<0 A4 —16x=-3x°
x<0AT—16x=0

x<0Ax(7x2—-16)=0

vx<0na

x>0A(x=0vx=-4vx=4) x<0/\(x:0vx:f %vx:\/@)

=4

x=-yF =37

x:'-2 x':2
f)> 14 geeft-2<x<-4/Tv2<x<4

2_ 19— 5 Hde
@abx_sls 0}%—18:0 bx:318 0}%_18_0
T 9% =18 9 =18
b=2 et
Dusb=2
gt
ax? + : ¥ a+0 a
3 = lim = ==
x—e hyt — 18 x—ee E b—0 b
x'_’
a—
i a
b }_=
— 2
b=2 a=12
Dusa=12enb=2.
4 3_4_
b ar T =2 0}16a—8b—2=0
x==2
4 3_n_
w2 0} 16a+85—2=0
x=2
16a—8bh—-2=0
16a+8h=2-0 _
-166 =0
b=0 )
16a—8b—2—0} =2
a=g
5 2.1
St — Dot ;_;+x_4 0-0+0
o = lim = =0, dus de lijn y = 0 is horizontale asymptoot klopt.
X—>oo %x4_ 5,00 | 9 %_0
o
Dusa=%enb=0.
Bladzijde 22
u 4
Qa.rlgnwx+2xh—[>nwl+21+Ooenxll,n_lwx+2xll}n}wl—m0

X
Dus de grafiek van fnadert de lijn ¥ = x + 3 onbeperkt voor x — e en voor x — —oo,

=y +3 -
B fdred x+2 x+2

@ Noordhoff Uitgevers by
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Bladzijde 23
@ a verticale asymptoot:
x—1=0A2x*+4x—-5+#0
x=1 A2+ dx—5#0
x=1
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 1.
scheve asymptoot:

2+ 45— 2x(x—1)+2x+4x—5 - 6(x—1+6-5
P et (L 2 0 g B gy SETD S g
x—1 x—1 x—1 x—1 A=
lim =0en lim =0
X—ee X — xo-ox— 1

Dus de scheve asymptoot is de lijn y = 2x + 6.
b verticale asymptoot:

2x—=1=0A-x*+3x—-2%0

2=1A-x2+3x—-2%#0

=1 A-2+3x—2#0

v=

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =1,

scheve asymptoot:

g(x):fx2+3x—2:*%x(2x—1)—%x+3x—2:7lx+2%x—2:7]_ +15(2x—1)+15—2
2x— 1 -1 -1 ? 2x—1
3
BT
3 3
lim —*—=0en lim —*—=
X—oo — x— oo -1

Dus de scheve asymptoot is de lijn y = -3x + 15,

¢ verticale asymptoten:
X2=9=0Ax*+3x2-9x+31#0
W=9Ax+3x2-9x+31#0
(x=3vx=-3)AxX*+37-9x+31#0
x=3vx=-3
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =3 enx =-3.
scheve asymptoot:

3 2 2 __ 2 2 £ AR
h(x)=x + 3x 9x+31=x(x 9) + 9x + 3x% — 9x + 31 =x+3x +31 =x+3(x 9)+27+31:x+3+ 58
x2-9 x2-9 x*=9 x*=9 x*-9
lim =0en lim > =0
X—oo X% — X—>-o0 X< —

De scheve asymptoot is de lijn y = x + 3.
d verticale asymptoot:
XX=1=0 A X*—-1#0
2=1Ax#1
(x=1vx=-I)ax#1
x=-1
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-1.
scheve asymptoot:
B-1_ xx-D+x—1 - x—1

Jr(x):)cz—l x2—1 -1
T d=1 ’ 1 ; x—1
T et DT, el Tl M Gy
Dus de scheve asymptoot is de lijn y = x.
Bladzijde 24
@ a scheve asymptoot:
x2—-x—-2 x(x+2)—-2x—x-2 -3x-2 “3(x+2)+6-2 4
= = =x+ =x+ =x—-3+
fiz) x+2 x+2 x x+2 . x+2 %3 x+2
lim =0en lim =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = x — 3.
x 3o X+ x - x+2

x +2 =0geeftx =-2, dus de verticale asymptoot is de lijn x =-2,

14 Hoofdstuk 13 ® Noordhoff Uitgevers bv



4
(x +2)2

b f(x):x_3+%:x_3+4(x4f2)" geeft f/(x)=1-4(x+2)2=1-
X

) = o4
S'(x)=0 geeft 1 +2) 0

4

—=1

(x+2)

(x+2)=4
x+2=-2vx+2=2

x=-4vx=0

max. is f(-4) =-9 en min. is f(0) =-1.
¢ fx)=0geeftx?—x—-2=0
x+1)x-2)=0
x=-lvx=2
flix)<0geeftx<-2v-1<x<2

€ a verticale asymptoot:

|x| =0 AXx2+3x+2#0

x=0

Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 0.
scheve asymptoten:

2 2

fipg &I E g FEIHD L (x+3+2)
X— oo ‘x‘ X—poo X X—peo X
lim %= 0, dus de lijn y = x + 3 is scheve asymptoot.
X— oo

. PEEEED . PRt .. 2
lim ————= lim ————= lim |-x—-3—-=
X— oo ‘x‘ X— oo —-X X—>-co

o 2 " :
1531 ;:0, dus de lijn v = -x — 3 is scheve asymptoot,
2 2
b Voorx>0is f(x)="> +3ﬁ+2—x +ix+2:x+3+%:x+3+2x".
X

Dit geeft f'(x)=1—-2x2=1- %
X

f'(x):Ogeeftl—xZ—2=0

2

g: 1

x2=2
x=+Zwx==y2
vold. vold. niet

@ Noordhoff Uitgevers by Limieten en asymptoten 15



2 2
VDOl‘.x<()iSf(x):x +i—7+2_x +_3;+2:

Dit geeft /'(x)=-1+2x2=-1+ %
52

—x—3—z:—x—3—2x".
X

fx)=0geeft-1 +x2—2=0

2—1

ia
x2=2
=2 v x=-2

vold. niet vold.

|
v
!

V2

~
y=-x-3

4732 4+3,2
min.isf(‘ﬁ)= \/35\/_=2\E—3enmin‘ 1Sf(\/§)= \/35\/_=2\/§+3
2
¢ Voor x <0 geldt (x) = 6 geeft T =~ 6
2+ 3x+2=-6x
X+ +2=0
D=92-4.1-2="73

Q=73
x=T‘/_=4;—; T v o=—Ag+3JT3

2
Voor x>0 geldt f{x) =6 geeftx-kiixﬂ:6
2+3x+2=06x
x*=3x+2=0

(x—-D(x—-2)=0

x=1lvx=2

i
|
i
I
I
I
I
1

ol T S S,

o]
-41 + 73

fx)<6geeft-4f —1\M3<x<-4 +iyTBv 1<x<2

@ a 1 -sin(x)=0 A 1 +2sin(x) # 0 geeft sin(x) = 1
x=in+k-2nm
x op [0, 2x] geeft als verticale asymptoot de lijn x = ix.
b fix)=0 geeft | +2sin(x)=0

2sin(x) =-1
sin(x) = -3
x=-tn+k-2nvx=1}ix+k2n

x op [0, 2x] geeft de nulpunten 13w en 127,
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Bladzijde 25
€ verticale asymptoten:
2sin(x) + 1 =0 A cos(x) # 0
2sin(x)=-1Aax#in+k'n
sin(x) =-3 Ax#in+k-n
(x=-in+k2nvx=lin+k2n) axFin+kn
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = 2z enx = L}
fi(x) =0 geeft cos(x) = 0 ofwel x =in + k- .

Dus 4(in, 0).
cos(x)

S

S®) =3 i) + 1 &€
. (2sin(x) + 1) - -sin(x) — cos(x) -2 cos(x) -2sin*(x) — sin(x) — 2cos?(x) -2 — sin(x)
7' (2 sin(x) + 1)? (2 sin(x) + 1) (2sin(x) + 12
-2—1

G —ln) = 1
Stelk:y=ax+bmeta=f (zn)f(2+ e T

1
}’_3x+b} Bl
A(ix, 0) 302 0

b= t]gi'f

Dus k:y =-ix+ i
x=lingeefty=-1-1in+in=-2x
x=13ngeefty=-1-13n+in=-3x

Dus B(1in, -2n) en C(13m, -3x).

Bladzijde 26
€) a verticale asymptoten:

2cos(x)—1=0
2cos(x) =1
cos(x) =%
x=in+k2nvx=-in+k-2n
x=[0,2n] geeftx=1invx=13n
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x = {x en x = 13m.

y
] 5
I
|
| I
| I
! i
I y=x
: I
I
I
! I
! I
) i
! |
! 1
! |
! |
! |
! I
! |
I |
! |
! 1
| |
L |
! I
I
I : f
| V .
! |
i I
! I
[ I
! 1
: . : I x
o] | T : 21
! I
! 1
! |
I
I i
I .
X:%rl: x:1§r|:

Het vlakdeel V is een trapezium met evenwijdige zijden de lijnen x = 37 en x = 137 en hoogte 137 — 1w = 157,
Dus O(M) =i{in+1%x)- lin= 112
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1 (2cos(x) — 1)-0 — 1 --2sin(x) 2sin(x)
= geeft ["(x)= =
b A= s —1 8/ (2cos(x) — 1)2 (2 cos(x) — 1)2
S(x)=0 geeft 2sin(x) =0
x=k-'m
xop[0,2x] geeftx=0 v x=mn v x=2m.
| i
! l
- I
: AV
L I
! I
: |
I 1 : ]
o) : ! 2r
! I
N\
X= %J‘E Xi= 1%)‘5
min. is f(0) =1
max, 18 f(m) =-

1
3
min. is f(2m) = 1

Dus de vergelijking f(x) = a heeft geen oplossing voor -} <a < 1.

_ cos*(x) oo _ (cos(x) + 1) -2 cos(x) +—sin(x) — cos?(x) * —sin(x)
D a 1= cos(x) + 1 geeft /'(x) (cos(x) + 1)?
_ —2cos*(x) sin(x) — 2 cos(x) sin(x) + cos*(x)sin(x)
B (cos(x) + 1)?
_ —cos?(x) sin(x) — 2 cos(x) sin(x)
a (cos(x) + 1)
_ —cos(x)sin(x) (cos(x) — 2)
- (cos(x) + 1)
S1(x) = 0 geeft —cos(x) sin(x) (cos(x) = 2) =0 A cos(x) + 1 # 0
(cos(x) =0 v sin(x) =0 v cos(x) =2) A cos(x) #-1
(x=%:rc+k-1r vx=k':rr) AXFR+ k- 2n
xop[0,2x] geeftx=0vx=invx=lnvx=2n

cos(x) +1=0

cos(x)=-1

x=m+k2n

Dus de verticale asymptoot is de lijn x = .

y x=mx
I
I
I
I
s
|
I
I
|
|
|
I
I
|
i
\I ! |/-.-\ X
0 %n b4 1%r|: 2n
max. is £(0) =1

min. is f{ix) =0
min. is f(1in) =0

max. is f(2m) =1
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b f(x)=1 geeft

cos’(x)
cos(x) +1 2
2cos*(x) = cos(x) + 1
2cos*(x) —cos(x)—1=0
Stel cos(x) = u.

2 —u—1=0
D=(-1?-4-2--1=9
1+3 1_3 1
u= =slvu=——=-3
4 4

cos(x) =1 v cos(x)=-%
x=k2nvx=3in+k2nvx=-3in+k-2n
xop[0,2n] geeftx=0 v x=3nvx=linvx=2n

Dus A(3m, %) en B(1im, 1)
De afstand van 4 en B tot de lijn x = m is 1.

x =7 geeft \/3 — 2sin(an) = 0 A cos(am) # 0
2sin(am) =3 Aan £in+k-m
sinfan) =13 Aa#i+k-1
(an=iz+k-2nvan=3in+k-2n) na#i+k-1
(a=i+k2va=2+k2)na#i+k-1
a=i+k2va=t+k-2
O<a<lgeefta=1va=2

cos(x)
) =T oeeft
'fé:(x) V3 —2sin(Lx) £ee
= 2sin{b)) Lsinlx) —conbs) - 2eon(b)
I (x)= - (L))2
z (V3 - 2sin(3x))
_ -3y/3-sin(3x) + sin(3x) + cos?(3x) _ -3/3-sin(3x) + 1
W3 2650 B - 255
-0+
Stelk:y=px+qmetp=j;(0)=—(ﬁ_2.0)2 =1 enq=f£_(0)=§\/§.
Dus &y = §x +1./3.
verticale asymptoten:
V3 —2sin(ix) =0 A cos(x) # 0
2sin(lx)=3alx#in+kn

sin(lx) = \BAx#n+k 2n

(Sx=in+k-2nvix=3n+k-2m) Ax#n+k-2n

x=3in+k-dnvx=1in+k-4n
0<x<2mgeefix=2xvx=1in
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =3x en x = 117,

o =1 _ el il 2ol 2 o 2
Ye—yg=3x¢ x3)73(137t 3“)*3 3N=3M
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13.3 Limieten en perforaties

Bladzijde 28
x2voorx<1
@ £~

-x+ 3 voorx>1
x |32 o 3
f(X)9’4|1|0|1’1‘0

\L

fs

b Nee, de grafick van f; is geen ononderbroken kromme.
¢ Voor p =2 is de grafiek van f, wel een ononderbroken kromme.

Bladzijde 29
: =11 X—p_9l-p
(31 )9 1_1%111 £,(x) LIIIFIIIZ 3
. 2 _ _
lim () = lim (* +7) = 1 +7 =8
lim f,(x) bestaat als 2' ~# =8
x—1
l-p=3
p=-2
L L )
b 11%111 Jx) Ll%rlle e
lljlll_f.;(x) :_lrlfr]l(x+ 3)=1+3=4
linr} £,(x) bestaat als ¢' 7 =4
- 1+p=In(4)
p=-1+In(4)
¢ 11%’111 f‘;,(x)=ll%l’ll In(x + p) = In(1 + p)
. e _ _
1_111}];(;5) !tlinl(x +1)=1+1=2
lim f,(x) bestaat als In(1 + p) =2
x—1 1+p:ez
p=-1+¢?
d lim £,(x) = lim | px 2| = [p = 2|
. _fes o _ _
lim £,(x) = lim (> + 3x) = 1 + 3 =4
lim f,(x) bestaat als p-2|=4
- p-2=-4vp-2=4
p=-2vp=6
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Bladzijde 30

@ lim £, =limG*+p)=4+p

l‘lﬂl Jog®) = lrlle Gx+q)=6+¢

Li%}ﬂ.q(x) = lrlTng Gx+q)=12+¢

lim £, ) =lim (- —px + 1) =-16 —dp + 11 =-4p =5

lim f, (x)bestaatals4+p=6+¢
x—27 P4

Pp—q=2
Jig}lﬁ,‘q(x)bestaatals 12+g=-4p-5
dp+g=-17
{p —q= 2
dp+q=-17
55 —-15
p:3=2} -3-g=2
PG ek

Dus p=-3eng=-5.

(23] lim £,,,(x) = lim 4sin(pv) = 4sin(fmp)
lim £,,00) = lim(8x* + gx +2) =3 + g +2=4q +2;
. ¢ = * 2 o =
}rl%glf‘;}.q(x) lr1%1‘1 Bx +tgx+2)=T72+3g+2=3¢q+74
lim /,,,(x) = (! —4x = 1) =81 — 12— 1 = 68
lim f, (x) bestaat als 3g + 74 = 68
x—3 77
3¢g=-6
g=-2
lim f, ,(x) bestaat als 4 sin(lmp) =Lg+24
X—=z
g =-2 geeft 4sin(np) =-L + 24
4Sin(4lftp) =2
sin(}xp) =1
mp=in+k2nvinp=3in+k2n
p=3+k-8vp=3L+k-8
O<p<5geetip=fvp=3!
Dus (p=2vp=3)Ag=-2.

(34] lim f,(x) bestaat als 11%111 Sx)= lvlffll Sx)
N 2 =13 - )
lim (% +2p) = lim[2x — ?|

1+2p=[2-p|
2—p?>0ofwel -\2<p<2geeft 1 +2p=2-p?
pPP+2p=1
P+1yY-1=1
(p+1P=2

pHl=-\2Zvp+l=42
p=-1-2Zvp=-1+2
vold. niet vold.
2-p?<0ofwelp<-2 v p>.2geeft | +2p=-2+p?
pPP-2p—-3=0
p+t(p-3)=0
p=-1 v p=3
vold. niet vold.
Dus p=-1+2 v p=3,
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€ /(4) bestaat niet.

27— 8x lim 2x(x—4)
x—4 14 x—4
222 —8x .. 2x(x—4)
= lim

y%ﬁ fix)= ]x]'rrﬁ = !rlIrl}l 2x=8cn

L‘i‘i f(x)= _13111 erRael |\ lrl{ll 2x = §, dus de perforatie is het punt (4, 8).
Bladzijde 32

€D Voor een perforatie mag de functiewaarde niet bestaan. Dat is alleen het geval als de noemer gelijk
is aan nul.

Maar als de teller voor een nulpunt van de noemer ongelijk is aan nul, dan bestaat de limiet van f{(x)
niet. De enige mogelijkheden voor een perforatie is er dus als de teller hetzelfde nulpunt heeft als de noemer.
Je moet nog wel controleren of de limiet van f(x) bestaat,

@ 4 Tl 92+ 6x— 8 _ (Bx—2)3x+4)
“ 3x+ta 3x+a
Dus er is cen perforatie voor @ =-2 en voor a = 4,
42 -4x—15_ (2x+3)2x-5)
b — =
o) 2x+a 2x+a
Dus er is een perforatie voor @ = 3 en voor a =-5.

5x2+3x—z:(sx—z)(x+1):5(x—§)(x+ 1)

¢ f,(x)=
xta x+ta x+ta
Dus er is een perforatie voor a =-% en voor a = 1.
2—1lx+15 =(x*3)(2x75)=%(2.x—6)(2x—5)
2t 2x+a 2x+a
Dus er is een perforatie voor @ =-6 en voor a =-5.

d f)-2

22 +x— 10 (x+5)(x—2) 2x+5)(2x—4)
Q=" =

lim f(x)= lim w= lim L(lx_4)=L(_5_4)=_4l
x—-2473 x> -2} 2x+5 x> -22 2 2

Dus voor a = 5 is de perforatie (-21, -41).
H2x+5)2x—4)
2x—4 B

: _ ol _1 _4l
lim f4(x) = lim, lim 5(2x +5) =54 +5) =43
Dus voor a =-4 is de perforatie (2, 41).

] 42 —-9x—9 x(4x—-)+2x—-9x -9 x(dx-2)—-7x-9 -7x—9
@ a _f,z(x): x4x7Y2 = ( ) = ( ) = :

4x—2 4x—2 T -2
=x+_%(4x_2)_3%_9:x7137 124
4x—2 4oax-2
L L
,lem ym _2 2=Oen xli%n_nm x—2 2=0, dus scheve asymptoot _,v=xfli.
. 4x2—-9x—9
b fi(x) = T ax+d4 geett
iy ) (B =9) (48— 9x—0)14_ 3047 v 36~ 166+ 36v + 36
a (4x +4)? (d4x + 4)?

a3y oty

@x+4)?  (x+1)?
fi'(x)=0geeftx? +2x=0
xXx+2)=0

x=0vx=-2
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£

max. is f;(-2) =-63 en min, is f3(0) =-21.
42 -9x—9 _(x=3)(dx+3) _$(4x—12)(4x+3)
4dx +a dx+a 4dx +a
|
, L (A= 12)(4x +3)
xll_r>n3f,ll(x)—xll_r>n3 4x—12
Dus voor a =-12 is de perforatie (3, 33).
1

, o lax—12)@x+3) ,
xlgm% £ = A_lgm% 4 3 = url;rq% fax-12)= xlgqi(x -3)=-33
Dus voor a = 3 is de perforatic (-3, -33).

¢ Jol¥) =

=xli_r>n3}l(4x+3)=3%

Ay — i _ (dx+a)-(8x—9)— (432 — 9x - 9)-4
40) L(X)=Wgeeftﬁ,(ﬂ=( oy
£.(1)=0 geeft (4+a)- (8 —9)— (4—9—9)-4=0
-4—a+56=0
a=>52
oy ([x+52)-(8x—9)— (4x* —9x—9)-4
f52'(®) (4x + 52)
fir"(6) = 0 geeft (4x + 52) - (8x — 9) — (4x2— 9x — 9) -4 =0
32x? — 36x +416x — 468 — 16x% +36x +36=0
16x? +416x —432=0
x2+26x—27=0
x—Dx+27)=0

x=1vx=-27
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max. is fi,(-27) =-561

Bladzijde 33
@ f(x)=x2 —dax + 3a? _ (x —a)(x — 3a)

lim f(x)= lim
X —=>a XxX—=a

xX—a x—a
(x —a)(x — 3a)
E—

=lim (x—3a)=a—3a=-2a
a xX—a

Dus de perforatie is (a, —2a).
(a,-2a)opdelijn y=x—3 geeft-2a=a—-3

D a

-3a=-3
a=1
) B _
3x2+11x _ x(3x 1)+x+11x:x+ 12x :x+4(3x 1)+4:x+4+ 4
3x—1 3x—1 3x—1 3x—1 x—1
. bt 4
_(121—1003]{_1—0611){1511&3){_1—0

Dus de scheve asymptoot is de lijn & y =x + 4.

| /o) — (x +4)| <0,01

|x+4+-——-x-4| <001
4
<0,01

3x—1 L

-0,01 < 1

001 <3——<0.0

G ;=001 geeft -0,03x + 0,01 4

3x = _3x+1 =400
-3x =399
x=-133

4_1:0,01 geeft 0,03x — 0,01 =4

3x 3x— 1 =400
3x =401
x=133}

| fo(x) = (x + 4)| < 0,01 geeft x <-133 v x> 1333
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3x*+1lx+a
3x-1

noemer (1) ook nulpunt van de teller zijn.
Ditgeeft3- (L)’ + 111 +a=0

l+32+g=0

a=-4

& - = +

o3 ll=d L Gxo D)
x—1 3x—1 x4 3x—1

b Wil de grafick van f(x) = een perforatie hebben, dan moet het nulpunt van de

lim (x + 4) = 4}
.XTA)E
Dus de perforatie is het punt (%, 4%).

® /x)=0geefix’-9=0Ax>-3x#0

X’=9Ax(x—3)#0
(x=-3vx=3)AxF#0Ax#3
x=-3

Dus A(-3, 0).

verticale asymptoten:

X*=3x=0AXx*-9%#0

X(x=3)=0Ax*#9

x=0vx=NAx#-3Ax#3

x=0

Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 0.

1
x2—-9 x2:1—0:1

XILHL f{x)= lim

.rﬂwx2*3x: 3 1-0
=
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
Dus B(0, 1).
2 — = +
fim f() = lim 50 = fjm &, x+3 343,
x—=3 x—3 x*—3x -3 x(x - 3) x—=3 X 3
Dus de perforatic is (3, 2).
Stel k: y=ax+ 1 meta=rc, :%:i.

Dus k:y=3x+ 1,

ky=3x+1

door (3, 2) }§~3+1=2klopt.

Dus de lijn £ gaat door de perforatie van de grafiek van /.

Bladzijde 34
-2+ 8y x(x*—6x+8) x(x—2)(x—4)
D@ /- ¥+x—6 (x=2)(x+3) (x—2)x+3)

_ L xx2—d) L xx—4) 220-4)
B Sy =l <y Ty

Dus de perforatie is 4(2, ).

verticale asymptoot:

x—Dx+3H=0Ax(x—2)x—-4)£0
(x=2vx=-3)AxF0AxF2Arx#4

x=-3

Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-3.

scheve asymptoot:

¥ —6x2+8x  x(x?—6x+8) x(x—2)x—4) x(x—4) x2—4x

o e ® -0 3) D3 wtd il
x(x+3)—3x —dx Tx Tx+3)—-21 21
= =x— =x— =x-T7+
x+3 k3 XT3 x+3
. ~ 21
s oo i o o=l

Dus de scheve asymptoot is de lijn y=x—7.

v=x—T| ,__2a_~__
S el }y 3-7=-10
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Dus B(-3,-10).

-10 % 46
Stsi:lk:_v:ax+bmetﬂ:rck:737_2:E
y=3%x+b 16 _
door B(-3,-10y] "3 +b=-10

-2 b=-10

b=-4i

Dus k: y = 12tx — 412 en het snijpunt met de y-as is C(0, -412).

. 16x2+12x— 10
®af=—————r

4x+ 10
_0+0-10_ -
b 1, dus 4(0, - 1).
16x2+12x — 10
ful) =g et
-, (4x +10)- (32x + 12) — (162 + 12x — 10) - 4
Jio'®) = 5
(4x + 10)
_ 128x% + 48x + 320x + 120 — 64x* — 48x + 40 _ 64x” + 320x + 160
(4x + 10)? (4x + 10)?
, 160
Stel k: y=ax— 1 meta:fm(O):W: 12
Dus k:y=13x—1.
16x2+12x— 10
DA e
o (4x+14)-(32x+ 12) — (1622 + 12x — 10) - 4
Sa'®) = (4x + 147
_ 128x% + 48x +448x + 168 — 64x> — 48x + 40 _ 64x +448x + 208
(4x + 14)? (4x + 14)?

£14(x) = 0 geeft 64x2 + 448x + 208 =0
2+ Tx+2=0
(x+Hx+5)=0
x=-lvx=-6

y

naj—

max. is fi,(-6%) =-49 en min. is f;,(-5) =-1.
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falx) =

lim fi(x)= lim
x—=-lg x—-

1632+ 12x— 10 _ (4x — 2)(4x + 5)
dx +a dx +a
(4x—2)(4x+5)

}lg} Jolx) = _rhgl%— = }131%(4;{ +5)=1

4x—-2
Dus voor a = -2 is de perforatie (3, 7).

(4x-2)(dx +5) _

L 4x+5 xll,l?};_(“xfz):;"

Dus voor a = 5 is de perforatic (-13,-7).

13.4 Limieten bij exponenti€le en logaritmische functies

Bladzijde 36

o - x|l 6| 3] 0] 3| 6
1) | 0,01 ] 0.28 ‘ 3 ] 572 ‘ 5.99
b y
I
0 X
¢ Delijneny=0eny=6,
Bladzijde 38

® -

. 1
lim er=¢’=1
X — -0

lim e =¢=1

X — oo

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
L i L [17 LT i !

f'lx)y= e geett f'(x) = e‘{ﬂ =g [x!] =g -x2=-5¢

F'(-0,1)=-4,5 x 107 en f'(-0,05) ~-8,2 x 1077

lim, /() = 0

verticale asymptoot:

gr—=2=0
et=2
x=1In(2)

Dus de verticale asymptoot is de lijn x = In(2),
horizontale asymptoten:

2+
2e*+1 . e* 240
= lim = =2
ex_2 X — oo

lim f{x)= lim
X — oo X — oo

2et+1 _0+1

e—3 0-2 2

lim f(x)= lim
X —>-oo X —-o0

Dus de horizontale asymptoten zijn de lijnen v =2 en y = -1,
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|
|
l f
|
l
|
I
|
i
|
——————————————————— -ll-———————————————————-y:2
:
|
|
I
|
|
i
o i ¥
___________________ |
|
:
I
|
|
I
|
|
I
|
|
|
|
|
I
|
|
I
|
|
I
|
:
|
x =In(2)
0
b A0 =251_3 _3 dus4(0,-3).
er—2 =1
et 1 (€5=2): 26" Qe*+ 1)-e* 26 —de'— 26X -t -5¢*
= ft = = =
[ =g et /') (e — 27 (¢ — 27 (¢ — 27
i e =5
Stelk:y:ax—3meta=f(0)=7(eo_2)2=T=—5

Dus &: vy =-5x — 3.
y=-1geeft-5x—3=-]
~5x =21

x:*L

2
Dus het snijpunt is (-1, -1) en dat ligt op de lijn y = x.

, P T
@axlgnm(lo 4-(5)=10-4-0=10
b lim 2+4-e%)=2+4:0=2

e-3_0-3_

[ m = =-13
xo>-wei+2 0+2
. 2:3+1 2:0+1
d lim = =

x> 302541 3:0+1

@ a verticale asymptoot:
et—e=0A5e"#0
e*=e¢!
x=1
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 1.
horizontale asymptoten:

. . Se¥ . 5 5
1 =1 =1 = =5
.rgnoof(X) .\‘gnw ex—e xgnoc’l—elfx 1—0
: : S5e* 0
| x)=1 = =0
x L[I_lw /) x gr—loo ¢ —e¢ 0-¢

Dus de horizontale asymptoten zijn de lijnen y =5 eny =0,
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:
|
i f
I
i
:
I

————————————————————— f——————————————————y:5
i
I
I
I
1
I
I
1
|

o g
:
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
x:l1
b B,={,0)en (5, =).
5ex (6" —e)+ 56— 5e*-e¥ S5elr—S§evtl_5ex  _§grtl
= ft £'(x)= = =
¢ f(x) er‘._ ¢ gee f (x) (e‘»_ e)z (et o e)Z (eA e 3)2
-5e! -5e
=fN0) = -
rc, =f"(0) @ —cf (l—o)

@ a Geen verticale asymptoot, dus het stelsel vergelijkingen ¢* + g =0 A —¢* — 1 # 0 heeft geen oplossing,

Dat is het geval als g > 0.
b lim f, (x)=-3

x>0

per—1 B

@ Noordhoff Uitgevers by

Limieten en asymptoten

29




lim — =2
x—oo +i
0 ¢

p=0_,

1+0
p=2
Dus p=2¢ng=-¢%

. 2e—1
Dit geeft f, _.(x) = ; —a

; : _ o201 _2:0-1_1
xlin,lm S, (%) 7).2[20 e¥ gl [ —g2 g2

Dus voor x — - is de horizontale asymptoot de lijn y =

d Voor een perforatie voor x = -1n(2) moet -In(2) nulpunt zijn van de teller en van de noemer

pe’—1
e'tgq

van , dus

Bladzijde 39

peMd —1=0AeM@+g=0
pelnld) — 1 =0 AelC) +4=0
p3—1=0A3+g=0
p-2ng=1

a ercentage
@ a  percentag

40

30

20

|

10 /'

L

/"/

1960 1970 1980 1990 2000 2010

b De toename gaat steeds langzamer, Het ziet eruit dat de grafick van P nog net boven 40 uitkomt,

jaar

. hecttd ' 5 .
o t+d = lim _ _
.(—)wec‘ +1 x_>w1+ 1 1+0
e(’t+a‘
Dus b =42.
ct+d
c _ A2t 4ed
et edt1
t=0enP=6 S b
36e?=6
ed:é
d=In(})=-1791...
:M 4255~ 1791
TR TR e A
t=55en P=37 o5 — L9l 1 |

42655[‘7 1579 sz 37655(‘7 L7914 37
3eSse— 1,791 = 37

e~ 1791 = 7,4
55¢—1.791...=1n(7.4)
55¢—-1.791...=2,001...
55¢=3,793...

c=0,0689...

Dus ¢~ 0,069 end ~-1,8,
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4230,069x - 1.8

d Vocrin y, = 00 TR 1"
jaar 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010 | 2015
percentage 6 8 13 21 30 35 37
model 5,95 | 10,41 | 16,65 | 23,81 | 30,37 | 3523 | 36,97
verschil 0,05 | 2,41 | 3,65 | 2,81 | 0,37 | 0,23 | 0,03

Dus in 1980 is het verschil het grootst.

2e’ 0

a 11m x)= lim — = =0
D a lim /1) i
9eh
lim /()= lim P iy % e T o
R 1 1+0
1+—
cr

2e" 2e0 2
b 11m = lim
jlx} 7{%0 e_+1 0+‘1 1+]

0
lim_ f(x)—hm 2 _ e 2 _
Oet+1 e"+1 1+1

Er is dus één horizontale asymptoot, de formule ervan is v = I.

¢ f(x)=1} geeft e_zi "
et =3¢ +3
3
=In(3)

1
In(3)

_3
2

e =
L
X

—

ral—

——————————————————————————— ﬁ——————————————y:1
I
|
\ ;
0 1 x
@)
f) <1 geeftx<0vx> lnz3)
d f(x) = geeft
AT SUND SUNP L JU S £ il l
f,(r):(e+1) B g — B ¥ _20+2e° -2 1 -Def
: (e + 1)2 (e-]T+ 1)2 x2 xz(e%+ 1)2
e 1 =
T 2e -2

1@ +17 (e+1)
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Bladzijde 40
@ a verticale asymptoot:
In(x)—1=0 A In(x) # 0
In(x) = 1
x=e
Dus de verticale asymptoot is de lijnx =¢.
b f{x)=0geeftIn(x)=0

x=1
Dus het nulpunt van fis 1.
x | 0.00001 | 00000 | 10 | 100
¢
f(x)l 0,92 ] 0,90 ‘ 1,76 ] 1,28
d y |
|
|
|
|
: f
I
|
|
I
I
|
|
|
|
N |
I
6] | *
I
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
X=8e
e lxlirgf(x) =1
f ja
Bladzijde 41
41
@ a lim ) = lim 4 = 4 =
x=ew]l+lnx) - ] i 0+1
In(x)
In{x?
x=0] +]n(x2) ) =0 ] 0+1
In(x?)
i In |x| , In|x| , In(-x) _ 1 1 )
© S A () a2 44 2Inlx] e 4200 mese 4 042
In(x)
2
X— o0 2—]n2(x) In(x) 5 2 1 0-1
In2(x)
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Bladzijde 42
@ a verticale asymptoot:
2In(x)=3=0Aln(x) - 1#0
21n(x) =3 A ln(x) # 1
In(x)=13 Ax#e
x=ee
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = e\/e.
horizontale asymptoot:

1
_ -1 nx 1-0 ,
S I =3 e i 8 W 8
In(x)
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y =1.
]
. O () _1-0_,
b )= I Gy -3 e g B D 3
In(x)
¢ f(x)=0geeftIn(x)— L = 0 A 2In(x)~ 3% 0
In(x) = 1 A 2In(x) # 3
x=c¢Aln(x)# l%
X=¢
Dus A(e, 0).
In(x) — 1
)= geeft
SO = Sty =3 &°
1 2
—_— @@ =3) ==Y omew-3-2mm+2_ -
; 2In(x) - 3)° x(2In(x) - 3)2 X2 In(x) — 3)2
-1 1

Stelk:y=ax+bmeta=f'(ﬂ)=e(2ln£e)_3)z=e(2_3)z= e

|

.1’=_EX+b —el-e+b=0
A(e, 0) -1+b=0
b=1
1
Dus k:y=-"x+ 1.
In(x) — 1 . In(») -1
V l fyp=—t S my 1 tx=——"=——roo
d Voor fgeldt y zm(x)_yd“'* voor f geldt x 2In(v) - 3

2xIn(y)—3x=In(y)— 1
2xIn(y) —In(y)=3x -1
(2x— Din(y)=3x—1

In(y) = -

3x —
2x—1

y=¢
-1
Dus [V =¢™"
e De horizontale asymptoot van de grafick van fis de lijn y =1,
Dus de verticale asymptoot van de grafiek van de inverse is de lijn x =1.
De verticale asymptoot van de grafiek van fis de lijn x = e /e.
Dus de horizontale asymptoot van de grafick van de inverse is de lijn v = ev/e.
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4
1 M
In(x*) -4 " In(x*) _1-0

li ~1i = =1
@ a lim /@ PG —1 meSe 1 1-0
In(x?)
4
In(x?) — 4 l_mua 1-0
lim f(x) = lim ————= | - =1
lel:I(} f(x) leg ]n(XZ) — ln(.\’% L B 1 1-0
. In(x)
b verticale asymptoot:
In(x>)— 1 =0AIn(x2) —4#0
In(x?) = 1 A In(x?) # 4
x’=e
x=\evix=-e
Dus verticale asymptoten zijn de lijnen x = /e en x = - /e.
horizontale asymptoot:
4
In(x?) — 4 L_mua 1-0
li = i = lim—2—= [ = =1
\1—>n30 f(x) xln—’lw f(x) ,\1—>Holo ]n(xz) -1 ]n(.rzl)nlm B 1 1-0
In(x2)
Dus horizontale asymptoot is de lijn y = L.
— 10 geep M) 4 _ |,
¢ fix) B = 1
101n(x?) — 10 = In(x?) — 4
91n(x?) = 6
In(x?) =3
x2=e}
x=eivx=-ei
x= \3/; Vx== \3/5
i i
!l l! y=10
| |
I I
| |
| |
I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
----------------- . 8 | R———
) i %
I U AT
| |
| |
| |
I I
X =-e X =4e

f) <10 geeftx<-Je v-Je<x<OvO<x<ieva>ec

Diagnostische toets

Bladzijde 44
O}f=a‘2x+3 22+ 3
BT A S TR
x=1lleny=-5 Bymins
a=§=lé
2x +3
Dus y=11
wyels
.
2+=
. 2x +3 X 2+0
L. = Jdn = (L= gl =il
Jim 15 5 155 1 & _— 152 ==2¢
¥
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x| _a

i a 6
Q25 » ————
x=-6eny=2 2 -12+5
a_ ¢
5=7
2 e ye| ~- D+ H)
Ty 2x+5 ’
Dus y— ~24£— 60
7lx|
60
i —24x-60 . 24x-60 4 x _24_ 4
xoe Tx| xoe ¥ =7 o <%

© a Voorfgeldt 2 dus voor /i e]dtx=L
g P g ¢ g 2

xy+2x=2y-3
xy—2y=-2x-3
Px—2)=-2x-3
_-2x-3

x—=2

¥

-2x—3
x=2"

3
b Vi Idt y=2+
oor g geldt ) T

Dus /0V(x) =
3
Sv+2
3
Sy+2
Sxpy+2x—10y—4=3
Gx—10y=-2x+7

, dus voor g"¥ geldt x =2 +

x—2=

=l
s - 10
v —2x+ 7
Dus g (x)—5x710.
¢ Voor h geldty=8x_5,dus voor A" gf:ldtx=8yy—5
xy=8y—5
xy—8y=-5
yx—8)=-5
y= =
- x—8
; =3
Dus AinY(x) = — >,
x—8
5
O 2 lim __ ety lim i lim 1er3=ﬂ=l
oo (X2 +2)(x2—2) xo-e x*—4 x%-ml_i -0
A
1,2 2
b x2+2x*2=limx x* ¥ _0+0-0_0_
x—e x3+x2+3 P . ) 1+0+0 1
x X3
13
¢ lim 4|x3+x+3\ = lim o0 =3 = lim r y  A-0-0
xoe (X2 +2)(x—2) yoe X3 —202+2x—4 x%_wl,%_f_lfi 1-0+0-0
¥ ¥ =z
g tim BIXIFSOHS L BRSO3 L 60 L 6 6,
x—yo0 25— 5% xoe  2x2—5x x—eo 2x2 — 5x x4m2_§ 2-0
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© 2 verticale asymptoot: x—1=0 A x> = Tx + 10# 0
x=1Ax>=Tx+10#0

x=1
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 1.
2 - D+x—Tx+ - 6x—1)—-6+
f(x)=x 7x+10=x(x +x—"7x 10=x+ 6x+10=x+ 6(x—1)—-6 10=x—6+ 4
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
lim =0en lim = =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y =x — 6.
X — oo X — x—=-ewx—1
2 —Tx+
b f(x)="77"1 10 geeft
o
f,(x):(x—1)(2x—7)—(x2—7x+10):2x2—7x—2x+7—x2+7x—1o:x2—zx—3
(x—1)° (x—1)? (x=1)

f(x)=0geeftx*—2x—3=0
x+Dx-3)=0
x=-1vx=3

max. i f(-1)=-9 en min. is f(3)=-1.
¢ fix)=31 geeftxz_ﬁffx;m=3§
2 —x7x+ 10=3Lx— 33
2= 10ix + 131 =0
(x—1)x-9=0

x=1;—vx=9

¥
| s
b y:S%
Al
/’I
\ fl’ :
I o« 1
. X
o] ni\__~.- 9

x=1

fx)>3Lgeeft1 <x<1ivx>9
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sin(x) + 2
O s« )= 2 cos) — 1 &t

_ (2cos(x) — 1) cos(x) — (sin(x) + 2)--2sin(x)  2cos*(x) — cos(x) + 2sin(x) + 4sin(x)
re= (2cos(x) — 1) B (2cos(x) — 1)
2 —cos(x) + 4sin(x)

© (2cos(x)— 1)
2—cos(m) +4sin(m) 2—--1+0 ,
tel k:y=ax+bmeta=f"(n)= - =31
SElley = AR T — s TR EB—TP  © ¢
verticale asymptoten: 2cos(x) — 1 =0 A sin(x) + 2 #0
cos(x) =5
x=in+k-2nvx=-in+k2rn
xop [0, 2x] geeft x =17 v x = 137,
Xe—xp=lin—in=1in
1o, =3geeft yo—yp =3 Lin=3n
De stelling van Pythagoras geett

d(B, C)= e =350+ e~y = () + (i) = V¢ + w2 = \i$Pm2 = 42/ TO
Bladzijde 45
Q lim /() =lim (v en  lim f,,(x) = lim £,,,(0
i =1 24 i T+ =1 +
ll%IE 2cos(mx) !r]jrll(px q) £1T1121(px q) L1¢r121(2x 5)
-2=p+gqg dp+q=9
p tg=-2
dp+g= 9 a
-3p =-11
11 2
By Law o
p+g=2 }33+q ?
q=-13
Dus p=2Leng=-13.
2 — 12x(x+1)— 12x —25x + 12 -
oa f(x):IZx 25x+12: x(x+1) 5x Al 37x+12
1 x+1 x+1
- +1)+37+12
gy O WA ST HD o o 4
x+1 x+
lim =0en lim 43 =0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = 12x — 37.
X— oo X x—=-ox+1
2 — +
b_fa(x)=12xi¢ 12x — 25+12x‘geeftfo(x)—12—12x2—12—£
x
. 12
Jo'(x) =0 geeft 1z—x—2=0
x*=1
x=-1vx=1
y
1y
- X
o[ 1

PR S SR

max. is fy(-1) =-49 en min. is fi(1)=-1.
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¢ Voor een perforatie is het nulpunt -a van de noemer ook een nulpunt van de teller,

0

(10 )83

Dus 12(-a)? = 25--a+12=0
12> +25a+12=0
D=252-4-12-12=49

a=725—7=74va=725+7=7§
24 3 24 A
12(x—32)(x-¢
ffg(x):w:u(x—%) mitsx:/;%
4 x_i

lim 12 (x— %) =-7

\'%1

Dus (f’q, -7) is een perforatie van de grafiek van f 1.
12(x - 2)(x -4

ﬁi(x):LM:IZ(x—%) mits x # &

$ x—14

. _l _

}1_1}1%12(x 3)=7

Dus (4, 7) is een perforatie van de grafiek van f s
2¢+5 _0+5

+
PGt DEE

b |—

lim (4 -leZ>*1)=4-0=4

X — oo

verticale asymptoot:

e*—2=0Ae"+2%#0

ev=2

x=In(2)

Dus de verticale asymptoot is de lijn x = In(2).

horizontale asymptoten:
&+2 0+2

im — = =-1

xo-met—2 0-2

Dus een horizontale asymptoot is de lijn y =-1.
: 145

lim £12 - fjm — & =140

xowef—2 x e 2 1-0

X
Dus een horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
y

1
I
I
!
I
!
|
1
I
|
|
-+
I
1
I
|
T
|
|
!
|
T
!
I
I
!
|
!

x:in(2)
B,=(,-1)en(l, —).
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?+2 1+2

= T
Dus 4(0, -3).
e*+2 (BF—2)-0F—(ef 20 ¥ —del—pP—TpF ~Aof
= ft £'(x) = = =
f(x) ex—2 gee f(x) (ex _ 2)2 (ex — 2)2 (ex — 2)2
-4¢° -4

Stel k: y=ax — 3 met a =£"(0) =

Dus &: v =-4x — 3,
y=0geeft-4x—3=0
-4x=3

Dus S(-3, 0).

@-2¢ a-2¢ ¢

1

1+——
@ In(x)+1 In(x)+1 ]n(x)_1+0_7l
T T D 12l mewse 1 0-2
In(x)
|- 6
In(x) — In(x) — In( -
b lim —n(r) & = lim —n(r) B = lim nix) 2l :5
-V—>°°ll'l(x2)+2 -’(—>°°2hl(x)+2 In(x) — oo s 2 2+0
In(x)
@ a De nulpunten van de noemer van L zijn geen nulpunten van de teller
8 me2) +2 08 3 ‘

De teller en noemer bestaan beide niet voor x = 0. De enige x-codrdinaat die in aanmerking komt
voor een perforatic is 0.
1 2 1 2
im 7n(x ) = i 7n£x ) = lim 1 = 1 =
x=0 In(x?)+2 )= - In(x?)+2  In@) > = & 2 2=
In(x?)

Dus de perforatie is het punt (0, 1).
b Verticale asymptoten:
In(x*)+2=0AInx*+#0

In(x?)=-2
xi=¢g?2
x=e¢lvx=-¢!
. . . 1 1
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x = Seny=-_

Horizontale asymptoot:
In(x?) . 1 1
————=lim B =
X —» -o0 [n(xz) +2 i) > 2 1+0
In(x?)

Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 1.

1
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14 Meetkunde toepassen

Voorkennis Goniometrie, stellingen en lijnen

Bladzijde 50
@ Dc cosinusregel in ABCN geeft CN? = BN2 + BC2—2- BN BC - cos (£B)

CN? = (2333) + (2¢3)* — 2-231/3-2/3 - cos (60°)
CN?=3+12-30-}=15}

CN=\E=3T=1;

o

Bladzijde 51
© 2 Zic de figuur met de punten B, Cen D.

AC=\3-MC=23enAM=2-MC=2-2=4
Stel de straal van de cirkel met middelpunt N is r.

. MC AM
t AAMC AND volgt —=——
Uit AAMC o AND volet 3, =y
2__ 4
v d+2+r
4r=12+2r
2r=12
r=6
Dus de straal van de cirkel met middelpunt N is 6.
b Uit AAMC v AAPB volgt AC _MC
AB PB
23 _ 2
4+2 PB
PB= - 23
23

PO=2-PB=2-23=4.3

© Zic de figuur met de punten Cen D,
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Stel AM = x.

Uit AAMC o> AAND volgt 28 =M€ s % 2
AN ND x+5 3
3x=2x+10
x=10
Dus AM = 10.
AC = \JAM?— CM? =107 - 22 = /96 = 4,/6
Uit AAMC v» AAPB volgt£=M—c
AB  PB
He_ 2
12 PB
PB=—15J62=\/3
Dus PO =2 x PB =2,/6.
Bladzijde 52
OStell:y=ax+bmeta=;%;=2.
v=2x+b}
: 2:2+b=1
A2 4

(5 I

o

Dus de formule is /: y = 2x — 3. o B

2x—3=0geeft x= 11, dus (12, 0) en (0, -3) geeft de assenvergelijking /: gl
] 5 o

I % + % = 1 geeft de lineaire vergelijking /: 2x — v =3.

17

Stel x =, dan is y = 2¢ — 3, dus een parametervoorstelling is £; x() =1 A y(() =2t — 3.

| ; 1
xX=tAy=2t—73geeft!: (x) = ( g) + t(z), dus een vectorvoorstelling is /: (x) = ( 0) +/1( )
Yy T v

()-)A o)

2x+y=c
door (3, 4)

Dus &: 2x + vy =10,

}c=2-3+4=10

2x ¥ x ¥y
b k:2x+y="T7geefth: —+—=1ofwelk: +=-=1.
b} gee - ofwe ST
-1
c k:(x)=(i)+/1(2)geeftk:x=3—AAy=4+2Aofwelk:x(r)=3—tAy(t)=4+2t.
v

(0,-4) op(x)—(2)+l(2)gecft2+2/1—0/\b+5;1——4
v/ ABS A3 20=-2Ab=-4-51
A=-lAab=-4-5--1
i=-1nab=1
(2,1)opy=ax—4geeft2a—4=1
2a=15
a:Z%
Dusa=2}enb=1.

© =0 geeft het punt (-3, 2).

x\ (2 . e
(- A 2 2

A=5
+15=2
Dus p=-13,

(2,-1D opx(HD=2t-3av()=qit +2 geeft 2t -3=2 A qt +2=-13
2t=5nAqt=-15
t=2%/\2%q=—15

(=25ng=-6
Dus p=-13cng=-6.
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3\ (1
Bladzijde 53 (_ ! ( ‘ _
© 2 cos(L(k 1) =|cos(£L(7,, n)) = 4) 2) ___ -8 - S

(3)‘(1)‘ O F16-J1+4 55 3

4] \\2
Lk, 1) = 63,4°
P (L)
3 ws A 121
b cos(Z(m, n)) = |cos(£(7,, n,,))|=‘(4 - =\/16|—+1-J9le\/ﬁl.l\/ﬁ=\/l11%
)G
Z(m, n) =32,5°

‘(i)(f) -5+ 4| !

[ T

4 1

¢ cos(Z(p, q)) =lcos(L(7, 7 )| =

£(p, q) = 81,3°

1 4
o a ?,‘=(4) geeft ﬁk:(l)

‘(41)(:) 16~ 5] noo

‘(41)"(4) T I6+1-J16+25 J17-JA1 697

cos (£ (k, 1)) = [eos (£ (7, 7))| =

Lk, [) = 654°
sy 1
b r = (7) geeftre, =7

tan(a) =7 geett a = 81,86...°
tan(f) =3 geeft =71,56...°

a—f£=1030...°
Dus Z(m, n) = 10,3°
3-0 -2—-4
< rcp—o_z— l,5enrc, = 54 6

tan(a)=-1,5 geeft a =-56,30...°
tan(f) =-6 geeft /=-80,53...°
a—f=24,22 .°

Dus Z(p, g) = 24,2°.

14.1 Vergelijkingen in de meetkunde

Bladzijde 54
o a AB=x geeﬁBC=i\/§=§x\/§ en AC=3%x\3
AC =3x3 geeft CD = %i/f = %/f’%: ﬁxf =!xJ6enAD="1x/6
Dus de omtrek van ABCD is AB + BC+ CD + AD =x +1x\/3 +1x\/6 +1x\/6 =x +1x/3 +3x/6.
b omtrek = 10 geeft x +1x\/3 +2x\/6=10
x(1+4/3 +24/6)=10
10 =3,115

e
1+3/3 +2/6
Dus AB = 3,115.

Bladzijde 55

o 14 14 3,+\/§_42+14ﬁ_42+14\5_()”\/i
A3 3-2 3+ 9-2 1
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4 4 .\/§+1 43+4 4\/_+4 . &
Gi-1 J3-1 (B+1 3-1 g =Rt 2B
32 V2 V2-5_6- 3J_ 6— 3\/__ 410

=

C I+ 25 I-3 25

1242 122 10+ 1220 +24 24./5+24
R T T e g a5 4334315
o JETVE_Vor\Z V6D 6+2(TB+2 8+2F o

62 J6-\2 J6r\2  6-2 4 2

6-5y2 6-52 1+2 6+2-10 —4+\/_
P2~ 1+ 1-2 -1 ~{2

© Sl PO=1x.

PQ =x geeft PM = %:%xﬁ

=

i AP=AM—-PM =22 -1x\/2
AB =4 geeft AM=—=2.2

J2
omtrek =9
AB+BQ+PQ+A4P=9
4+22-Lx 2+ x+22-1x2=9
x—1f2=5-42
x(1-2)=5-42
_5-4y2 _5-42 1+2 _5+\2-8 —3+\/§_37ﬁ
FTH T 1—aZ 1+43  1-2 T
Dus PO =3 — 2.
Dusa=3,b =-lenc=2.

@ Verleng MN tot het punt P op AD. D c
Stel AD = x geeft AP =1x, NM = BM = {x en NP = 1x./3, 60°
dus CD = MP = 1x +1x\/3.
omtrek = 20 geeft
2-AD+2-CD =20 P

M
2x+2(hx +1xy3) = i y
25 +x+ 2,3 =20
3x+xy3=20
x(3+3)=20 . .
20 20 3-3 60-203 _10-3L73
"3+y3 3+y3 3-3 9-3 3
Dus AD =10 -313.
Bladzijde 56
© Tcken PO loodrecht op 4B. D 4 c
Stel AP =1x. .
AP =x geeft AQ = PO = =
x geeft AQ = PO N7
PQ=i ef:1°rBQ=Q=i y
2* V36 .
AB=4 }x b5 X
+-—==4
AB=A4Q+B0J 2 6 30°
1 1
== Yy 1 60
x(ﬁ \.@) A 2 B

V2 8v3 8V3_ N6-\2

4
Ly T WE BB R -
V2

G
24( S\f _6yT-28

Dus AP = 6,2 — 2./6.

@ Noordhoff Uitgevers by Meetkunde toepassen 43



© Zic de figuur met de letters B, C, D en E.

MC=1 geeft AM =2
ND = r geeft AN =2r
d=AN—-AM-ME—-BN=2r—-2—-1-r=r-3

d=r—3geeftd =1
Dus de snelheid waarmee d verandert is onathankelijk van .

Oa C

AB=x+6
48 =00 AD=1(x+6)=Lv+3
¢ AD?+ DM?=AM?

(fx+3)P+x2=6

4% +3u+9 +at =36

1522 +3x—27=0

d 112 +3x-27=0
D=32—-4-1;--27=144
-3-12 -3+ 12
X = Vo=
24 2!
x=-6 vx=23,6
vold. niet vold.

AB=x+6
=36 }AB—9,6

b C’D—DM+CM—x+6}
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Bladzijde 57

@ Stel AD=x.
AD =x geeft AB = 2x _
CD=24B }CD_‘“‘
CD=4x
CM=6 } MD=4x-6

De stelling van Pythagoras in AADM geeft AD?> + DM? = AM?
X +Ex—-6Y=6

x2+16x2—48x+36=36

17x% - 48x=0

x(17x —48)=0

x=0 v .x:Z%

vold. niet vold.
x=27 geeft AB=2x =51}

© Tcken de lijn door M en N. Deze snijdt AD in het punt P.
P is het midden van AD, dus DP =1,
PN=AD=12
MN = } MP=2—y
De stelling van Pythagoras in AAPM geett
AM? = AP? + MP?
F2= 1242 —r?
rZ=1+4—dr+r?
4r=35
r= li
Dus de straal van de cirkel is 15.

Q@ Verleng MP.
Stel AP =x. Danis MP=xen NP=NM - MP =9 —x.
De stelling van Pythagoras in AANP geeft AP*> = AN? + NP?
=3+ (9 —x)p

X=9-+81 —18x+x2

18x =90
x=35
Dus AP = 5.

Bladzijde 58
@ Verleng CM.
Stel AD =x. Danis AC=114B=11-2x=3x.
De stelling van Pythagoras in AACD geeft AD*> + CD* = AC?
2 0D = (3x)*
CD? = 9x? — x?
CD? = 8x?

CD = [8x2=2x.[2
DM=CD—-CM=2x\/2-6

De stelling van Pythagoras in AADM geeft AD* + DM? = AM?

2+ (202 - 6)* = 62
x2+ 8x2 — 24x/2 + 36 =36

9x? —24x\2=0
x(9x-242)=0

x=0 v x:%\/z

vold. niet vold.
Dus AB=2x=2-2%/2=512.

@ Noordhoff Uitgevers by
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2 c
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@ Tcken RS, D c
Stel AP =x,
PR=1(13-x)=61—1x 3
De stelling van Pythagoras in A4APR geeft

PR+ AR® = AP" L C X 3 .
(61 —1x)* +32=x2 3

42l 6x+4_2+9—x2 =

169—26)c+)c2+36=4x4 A B

3x2+26x—205=0
D=26>—4-3--205=3136

_=26~56 B _~26+56
i ———— =35
6 6
vold. niet vold.
Dus AP =5.

@® Stel ME=x, danis CE=x+5.

AB=CE geeft AB=x+5en AE=1AB=1x+21

De stelling van Pythagoras in AAEM geeft AE? + EM? = AM?
(Lx+2L)2 + 52 =52
IX+ 2 x+ 67 +x2=25
13?4 2Lx—~155=10
5x2+10x—-75=0
X+2x—=15=0
(x—3)x+5)=0
x=3vx=-5
vold. vold. niet

Dus ME=3,AB=CE =8, AE=4en AC = /42 +82= /80 =4./5.

DM staat loodrecht op AC en AACM is gelijkbenig, dus AF =$AC =1%-4,/5=2./5.

FM=\JAM? — AF? =52 — (25)? = {25 - 20=1f3

DF=5-./5

AD=+[AF?+DF?=\/(2\5)* + 2= 20+25 - 105+ 5=1/50— 105
D a Dec cosinusregel in AABC geeft BC2 = AB2+ AC? =2 AB- AC- cos(a)

(10 =33+42—2-3-4-cos(a)
24cos(a)=9+ 16— 10

_5 s
cos{a) = 248
it 2(g) =
b sin?(a) +5cos (a)=1 sin(a) +2 = |
cos(a) =3

sin’(a) = 3
sin(a) = \/; /39 v sin(a) = -5/39
vold. vold. niet

Dus sin(a) = 1/39.
¢ O(AABC)=1%-AB-AC-sin(a)=1-3-4-1/39=2/39

Bladzijde 60

@ | k
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Stel AM = x.

Uit AAMC o AAND volgt 24 _MC g % _ r
AN ND x+23r 151
2
x+2%r 3
3x=2x+5r
x=5r

sin? (L MAC) + cos’ (L MAC) =1
sin(zmAc)=2E - _1
AM  5r

3=+ cos3(LMAC) =1
cos¥( L MAC) =2

cos(LMAC) =Z =2/ v cos(LMAC)=-1/6
vold. vold. niet
sin(Z (k, 1)) = sin(2 - ZMAC) = 2sin( L MAC)cos(LMAC) =21 3/6 = 55\/6

D a De stelling van Pythagoras in AABD geeft AD = /57 + 2% = |29,
’ 2 5
sin{ £ BAD) = —— en cos(£ BAD) = — geeft
( ) N ( ) N g
cos(£BAC) = cos(2* £ BAD) = cos*(£ BAD) — sin*( £ BAD) =2
b cos(£BAC) =3

cos(LBAC) = % AC P

De stelling van Pythagoras in AABC geeft BC = \JAC? — AB2= /(6 %)2 —52o4l6
Dus CD=BC—-BD=418-2=21¢
¢ Stel BD=x.

tan(a) = %, dus x = Stan(a).

tan(2a) = % dus x + 2 = 5tan(2a) ofwel x = 5tan(2a) — 2.

Voer in ¥, = Stan(x) en v, = Stan(2x) — 2,
Intersect geett x=17,95... en v =1,619...
Dus BD ~ 1,62.

Stel Z(k, ) =2a, dan is £ MAC = a.

2d) =2cos¥(a) — 1
cos( a)_i;os (a) }Zcosz(a)—l—%

cos(2a) =15

2cos?(q) = 28

cos¥(a) = 155

cos(a) = % v cos(a) =13
vold. vold. niet
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sin(a) + cos*(a) =1

144
—- }qn(a)+169 1

sin’(a) = ,69

sin(a) = 5 v sin(a) = -3

vold. vold. niet

sin(a) = % 1 s
sin(@)=——(AM B
AM =23

sin(a) =2
(@) =73 } 2,
sinfa)=——[ AN B
AN) gn =51

d(M, N)= AN — AM=5% -2} =23

14.2 Lijnen en cirkels

Bladzijde 62

0 (i) (3

m dODl‘M(1 e ) (3, l%)

2
m:dx—3y=c
door M(3, 1)

Dus m: 4x — 3y =71
b b is de bissectrice, dus ZPAQ = ZPAR
sin(£ PAQ) = sin( ZPAR)

}c=4-33-1;=7;

PQ _PR
PA PA
PO=PR

- FFT= 0

|4B|=[4c|

i
w0 )

Dus de somvector + AC is de diagonaal van een ruit en valt dus op de bissectrice van ZBAC.

e ea=()(5)=(0)2 ()
ook 0)=(3) )

- 2)- ()

Dus D ligt op het verlengde van AB en dus is k ook bissectrice van ZDAC.

—E+R‘)—(3)+(1)—%-(6)+(1)—;—-E+E
1 3 2 3

Bladzijde 64
€ a P(x, v) op een bissectrice geeft
d(P, ky=d(P, 1)
3x—4y—12] |5x+12y — 48|
5 B 13

(1)

)
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39x — 52y — 156 = 25x + 60y — 240 v 39x — 52y — 156 = -(25x + 60y — 240)
14x — 112y =-84 v 64x + 8§y =396

x—8y=-6v 8x+y=491

Dus m: x — 8y =-6 en n: 8x +y = 491,

b De snijpunten met de y-as zijn 4(0, 3) en B(0, 491).
d(d, B)=yy =y, =493~ ;=48

Bladzijde 65

05 - (3))oos (- () o
) )

(0-(942)

L C)-(2)-o)

b ksnijdenmet AC: x +y=12geeft4+2p+ 15+9p =12

11p=-7
p=-1

p=-% geeft D(4—-2,15—1-9) ofwel D(2%, 93)

=~
o
- =
S—
I
e e
il
[
S —

@ a 0(0, 0) en A(8, 0) geeft middelloodlijn van OA de lijnx =4
5 2 1
0(0, 0) en B(2, 6) geeft 7z = (6) £ (3), dus mll 5 x + 3y =c.

x+t3v=c

door (1, 3), het midden van OB} geliaas=lE

Dus de middelloodlijn van OB is de lijn x + 3y = 10.

Snijden van de lijnen x + 3y =10 enx =4 geeft 4 + 3y = 10
3y=06
y=2

Dus M(4, 2).

b r=dM,0)=4+22=20

Dus de omgeschreven cirkel is (x — 4) + (v — 2)* = 20.

€ K is de middelloodlijn van het lijnstuk 4B en / is de middelloodlijn van het lijnstuk BC.
A(3,0) en B(7, 4) geeft het midden M van AB is (5, 2)en 7 5= (4) L (1 )

4 1
o7 P }d—S +2=7

door M(5,2)] " -

Dusk:x+y="17.

B(7, 4) en C(5, 6) geeft het midden N van BC is (6, 5) en 7. = (22 ) 2 (11 )

lL-x+y=p

=-6+5=-
door M(6, 5)}*” Ba=-1
Dusl: -x+y=-1.

—

o xty=-
k en [ snijden geett { sty =
[ S
2y= 6

y=3 _
x+v=7}x-’_37
¢ x=4

Dus het middelpunt van de cirkel ¢ door 4, B en C is M(4, 3).

-4+ -3P=r~] ,_ . _ o )
door (3, 0) }"2_(3 47 +(0-37=1+9=10
& (x—4)2+0:—3)2=10}

D(L. 4) (1-42+@-3°=10

9+1=10
Dit klopt, dus D ligt ook op c.
Dus de punten 4, B, C en D liggen op één cirkel.
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€D a i=4 geeft (10, 13), dus (10, 13) op £.

-3 pY_ (10
(10, 13)oplpgeeft( 3)+,u(1)(13)
B+tup=10A3+u=13

=13 Au=10

10p*13

li

Io

Dus voor p = 113—0

P
bkllpgeeft() 1)
2p+3=0
2p=-3
p=-1;

3
¢ cos(Z(k, 1,))= = =

Dit geeft £(k, [,) = 30°.

L))

d cos(45%)=——"—
2 AfP
)10

L e |20 + 3|

NN |

NI D= |2 +3]
26(p +1)= |4p + 6|

26p° +26=16p" + 48p + 36
102 —48p—10=0

502 —24p—5=0
(5P+1)(P 5)=0
p=-3vp=5

Bladzijde 66 1 1
D a kx+y=6geeft ?k—(l)en ?"_(—1)

Z(k, 1) = 60° geeft cos(60°) —M

BN

)
L))

1 1 -p|
T
21 —p| =TT 7

41 —p)?=2+2p?

41 —2p +p?) =2 +2p*
4-8p+4p?=2+2p?
2p*—8p+2=0
pP—4p+1=0
(P—-22—4+1=0

b p=2+3geeft/ () (;)+A(2+\/§ en
p=2—13 geeft I; () ;)H(
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' |?k‘ ?1|
@ a Z(k, [) = 60° geeft cos(60°) = —5—=—

|”k|"’"f|

e
NG

_ 1V3-n|
T
[V3—p|=1+p?
(VB-pf=1+p

3-2p\3+p7=1+p

[T

~2p\3=-2
2 1,
P=ﬁ=f=ﬂ5

)0
5)-0)
1_ |‘I\/§71|
T
31 =@ 1
(@V3-1) =g+1

32 -2¢\3+1=¢+1

22— 24:/3=0
2¢(g—3)=0
g=0vg=\3
[ \y ;
60°
60°
(3] (6,0) ~30° x
k
12

; ; ’ .y ; 1
[, is verticaal, dus is de richtingsvector niet voor te stellen met (p)

it RO RE

iy 3
03(4)
Dusk =f
( )gecftl:3x+4y—c c=3-1+4-2=124
door het midden (13, 2) van OB
kiy= } 1 L
_ 3x+4‘§x=12§
!3x+4y 121 5x=12%
x=2%} 1.9l 1
p=laloq)
v:%x Yy=3'23=1y
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(1))
(5)-1(4)

1 A _ |a—1|

V3 N )
We@+1)=|a—1|
JE@F T =2]a-1|
6>+ 6 = 4(a® — 2a + 1)
6a’+6=4a’>—8a+4
2a°+8a+2=0
@+4a+1=0
(@a+2y-4+1=0
(a+2)=3
a+t2=\B3va+2=-3
a=*2+\/§va=*2*\/§

Z (m, AB) = 30° geeft cos(30°) =

l 1
b 5 -2+ 2— =R
Dus m;: ( ) |2 +) \/_ my: ( 7 +;1 "/_
1+ v 1=
¥ 1 ]
geen gemeenschappelijke één gemeenschappelijke twee gemeenschappelijke
raaklijn raaklijn raaklijnen
drie gemeenschappelijke vier gemeenschappelijke
raaklijnen raaklijnen
Bladzijde 69
D a b=-da+3Zinvullenin [3a—1+b| = [5a>+ 5 geeft [3a— 1 —4da+3| = 54> + 5
|~a—3| =522 +5
a?+%a+§5="5a2+5
4a* —3a * 45=0
=(-2)y — 48 =_771
D=(-3-4-4-48=-77]

D <0, dus b =-4a + 2 voldoet niet.
b Elke lijn &: v = ax + b heeft een richtingscoéfficiént, dus de verticale richting zit er niet bij.

@ ¢, heett middelpunt M(3, 0) en r = 2.

¢, heeft middelpunt N(8, 0) en » =3,
Stelk: y=ax+bofwelax—y+b=00of L x=c.
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d(M, k) =2 geeft 138 =0+ b| _

d(N, k) =3 geett

Hieruit volgt 3‘30 +b| =
9a+3b=16a+2bv9a+3b=-16a—2b
-Ta+b=0v 25 +5b=0
pi=

b=7ainvullen in |3a + b| =

J& 1
3a+b|=2\a>+1

|8a—0+b]

Jar+1
|8a+b|=3a’+1

2(8a+b

Ta v b=-5a

Al EEENC

Dus ki y=

12%/6 + /6.

A

Dus ky:y=-

d(M,1)=2 geeft

26— 5

b=-5a invullen in |3a + b|

3—¢]
=2
I

3—¢|=
3—e=2v3—c=-2
c=1ve=35

2\a* + 1 geeft |3a + Ta| =

=2\a*+ 1 geeft |3a — 54

ZJT
|10a| =2a* +

|5a] = \Ja*+1

25 =a? + 1

2402 =1
2 .1

a~ =33

a=tB v a=-6

=2Ja2+1
-2a| =2/’ + 1

~a| =+a* +1
a=a*+1

geen opl.

en d(N, [) =3 geeft

8-l _,
i

8—c|=3
8—c=3v8—-—c=-3
c=5ve=11

Dus ¢ = 5. Dit geeft de gemeenschappelijke raaklijn &;: x = 5.

a PM=r+2

de stelling van Pythagoras in AOMP geeft p> +9 =

PN=r+3

de stelling van Pythagoras in AONP geeft p? + 64 = (r + 3.
b Uit vraag a volgt (r + 2)* —

r=25

PH9=(r+2p

@ Noordhoff Uitgevers by

-2r=-50
=25
}p2+9—272
2=720

=12./8 v p=-12./5

P op de positieve v-as, dus p = 12,/5.

9=(r+3)*~
PHdr+4-9=r1+6r+9 - 64

y
r42).
(r+2) o
.
BT A

Meetkunde toepassen 53



¢ Stel de straal van de cirkel is s en het middelpunt is O3, q). y

OM=s+2cenON=5+3 Q,
De stelling van Pythagoras in AMNQ geeft (s + 3)? = (s +2)? + 52
s+6s+9=s5>+4s+4+25 s
25 =20 s A
s=10 —_—
s =10 geeft 0,(3, 12) en 0,(3, - 12) TAR'AN .
Dus cy: (x— 3%+ (v — 12)2 = 100 en ¢;: (x — 3) + (v + 12)2 = 100. __Ol\eA My
s s
Cy
02

@ a ky=-2x+50fwel ki 2x +y—5=0
_[2-4+2-5/_ 5 _
d(M, k) = 7 _\/g_\/g
Dus c: (x —4)2+ (v =23 =5.

i) f)-()

Lx+2y=c¢
g =5+72.4=
doorA(5,4)}c 2 e 13

Dus /i x+2y=13.
¢ Stelm:y=2x+cofwel2x—y+c=0.

|2+4 = ke
NG V5
|6+c|=5
6+c=5v6+tc=-5
c=-1ve=-11
Dusm;:y=2x—1lenm, y=2x—11.
d Steln:y=ax+25ofwelax—y+25=0.

d(M, n)=r geeft 99— 2+2] iy

d(M, m) = r geeft

Nz
‘4a+lj =5a*+5

16a2+4da+1=5a2+5

a2 +4a—43=0

D=42—4-11--42=225

g=TAt1s _A-15
2

22 22
Dusn;:y=%ix+2lenn, y=-Bx+25

|
=;Vva

Bladzijde 70
@ a vp,=popm:x—2y=0geeftx, =2p, dus M(2p, p) ligt op m.

Slp—p—1| |Bp-Dp—F
bd(M,k)=d(M,!)geeft| p—p-1 _[2p=2 5|

V3 g
[4p—p—1] _|-5|

Vs V5
3p— 1| =|-5]|
Pp—1=5v3ip—1=-5
3p=6vip=-4
p=2vp=-1j

¢ Zie vraag b, d(M, k) = d(M, [) = /5.
p=2geeft M(4,2), dus c;: (x — 4y +(y—2)2=5.

p=-11geeft M(-22,-11), dus c,: (x + 2%)2 +(p+ 1%)2 =3,
€ Voor het middelpunt M van de cirkels geldt d(M, k) = d(M, I).
Dus M op de bissectrices van de lijnen & en /.

Omdat M ook op m ligt, bereken je dus de codrdinaten van de snijpunten van de bissectrices
van k en / met m.
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3x—y| _ ]x—3y+8
V1o V10

Ix—y=x—-3v+8viIx—y=-x+3y—8§

2x+2y=8 vidx—4y=-8

x+ty=4dvx—y=-2

Dus de bissectrices van £k en / zijn de lijnen b;: x + y =4 en b1 x —y=-2.
x+ v= 4

b, snijden met m geeft {rfh

€D d(M, k) =d(M, ) geeft

=-4
3y=8
.
y=23 }x+2%_4
x+y=4

x=13

1
d((l%,2§),k)= \/_ \/3_ 210, dus 2 =55+ 10 =%,
DUSC]Z(JC—I%) (y—ZE) =E

. X— y=-2
b, snijden met m geeft §  — 2y, = -

p=2

T ,__2}x2—2
TV =0

‘0_2‘ 2

d((0, 2), k) = 0 _f =4/10, dus P =%-10=3

Dus.c;: 8 + (p—2P =%
@ a xX2+y2— 2x—4dy =0
X +34— 4x +24=0_

[2x—4y—-24=0
Ix—-y—-6=0

;rz_+3;()2x4:_0}x2+(3x—6)2—2x—4(3x—6)=0
- X2+9x2—36x+36—2x—12x+24=0
10x2—50x +60=0
¥—5x+6=0
(x=2)x—-3)=0
x=2vx=3
x=2geefty=32—-6=0enx=3geefty=3-3-6=3.
Dus A(3, 3) en B(2, 0).
W J=aith }3a+b—3
door A4(3, 3) b=3-3a
Dusk:y=ax+3 - 3a.
¢ X+ —14x+24=0
- 14x+y2+24=0
(x=7P—-49+32+24=0
F—TF +35=25
Dus middelpunt N(7, 0) en straal 5.

De loodlijn ND op AC deelt AC middendoor, dus CD = 21,/2.
De stelling van Pythagoras in ANCD geeft ND = 21/2, dus d(N, k) = 23/2.

@ Noordhoff Uitgevers by Meetkunde toepassen 55



d d(N, k) =212 geeft
|7Ta=0+3—-3a| _,
=242
Ja&+1 22
|4a +3| =224 +2
16a2 + 24a +9 = 6 (24> + 2)
162 +24a +9 = 1242 + 12}
31a> +24a-35=0
D=24-4-31.-31 =625
LT24+25 o -24-25
T 7
e a=1lgeefth:y=3x+3-2
a=-7geeftky:y=-Tx+3 - 21
Dusk;:y=%x+2%enk:y=-7x—18,

va -7

~J=

€ AP =52 geeft dat P op de cirkel met middelpunt A en straal 52 ligt.
Dus c;: (x — 32+ (v — 3) = 50.

Bladzijde 71
|3x—y-9| |x—3y-3|
d(M, k)y=d(M, ! ft - = =
@a (M, k) (M, )gee \/m \/ﬁ

3x—y—-9=x—-3y-3v3iIx—y—9=-x+3y+3

2x+2y=6vix—4y=12

x+ty=3vx—y=3
Mopx+y=3enx,=pgeeft M(p,3—p).

3p-(3-p) -9

d(M, k) = \J10 geeft NI V1o
|3p=3+p-9[=10
l4p— 12| =10
4p—-12=10v4p—12=-10
4p=22vdp=2
pP=5;vp=;

p =51 geeft M(51,-21) vold. niet.
p=1geeft M(L, 21)

Dus ¢;: (x - %)2 + (y - 2%)2 =10.
Mopx—y=3cny,=gq geeft M(q + 3, g).

3g+3)—g—9
M, K) = 10 geeft 293 479 _ 5

710
3¢ +9—-g—9[=10
29| =10
2g=10v 2g=-10
g=5vqg=-5

q =5 geeft M(8, 5)
g =-5 geeft M(-2,-5) vold. niet.
Dus ¢,: (x — 8 + (v — 5)*=10.

_j0-1-9] _
b d(P. k)= N =10
r=4/10-2=2.65.

Dus ¢;: x* + (v — 1)> = 20,
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4 5 ) )
Q 7=\, len 7= o) on ! de bissectrice van £(, x-as) y K

w43 ()

Dus voor een punt P op bissectrice / geldt P(3p, p).

De straal van ¢, is 1, dus M(3, 1) en OM = /37 + 12 = |/10. oy
AOAM & AMCN geeft OM _ AM 1 -1
VIO 1 x
= 0 3 A B
r+1 r—1

rm—\/E:i’Jrl
rJ10—r=10+1
10— 1)=10+1
r:@+1:m+1,\m+l:10+2‘/ﬁ+1:13+2\/ﬁ

Jo-1 Jio-1 o+t 1o-1 777

14.3 Zwaartepunten

Bladzijde 73

@ Ja

Bladzijde 75

@ c \

/% x \ A —

\l

A |
5cm
Z\ /

~1 |

De lijn door het gaatje 4 en het zwaartepunt Z van de rechthoek komt verticaal te hangen,

tan (o) :25—0: L geeft a=14,03..°

Dus a = 14°,
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(® Dichter bij B.

Bladzijde 77
@ m =4enm,=4
1
= (414 =a =

Het zwaartepunt ligt | onder 0.

alternatieve uitwerking
m=2,my=4enm,;=2
1 I I
= 2.1 4+4-0+2--3N=x--4=-=
z 2_’_4_’_2(21 4:-0+2--3)=5--4=-3
Het zwaartepunt ligt + onder 0.

Bladzijde 78
(D a De hetboomwet geeft m, - (z —a,) =m,* (a, — 2)
HNZ = My d = My — M2
mz+myz=ma, + n,a,
(m, +my)z=ma, +ma,

ma, Tmya, 1
z=———==—(m,-a, +my-a,)
my +m, M
b m, en m, met Z,, en massa (m, +m,) en m; met Z; geeft
1 (i, ) N ) 1 b )m,al+m,a2+
z=———((m,tmy) z, tmyray=————\ (m, +m,) ———+ mya
(m, +my)+m,; &l P mmy+my ' ¥ om+m, A

1
= E(mlar,l + m,a, + mya;)

/[ AV S V4 NP AN

N o N L

a g b

Het zwaartepunt Z, ligt op de symmetrieas van figuur a.
1 5 27n+ 7 _ 34xn
R . e 12 . o oo S oA My
% s'r-32+:rt-12(Tr Nk 7 On+n  10%
Dus Z, ligt 32 boven 0.

e ]

32

Het zwaartepunt Z, ligt op de symmetricas van figuur b.
1 18t + 14n  32x
=—2n-3-3+2n 1-N=——F7—="-=4
% 2R'3+ZTC'1(TC 5 ) 6n +2n 8n
Dus Z, ligt 4 boven 0.

(D Neem 0 in het middelpunt van de Aarde.

ma; +mya, 5,975 x10%-0+7,343 x 10*2- 384400 2,82... % 10%
m, + m, 5,975 x 10%* + 7,343 x 10* 6,04... x 10*

Het gemeenschappelijk zwaartepunt bevindt zich op 6371 — 4666,74... = 1704 km onder het

aardoppervlak.

1
Z=H-(mla:zr,l +mya,) = =4666,74...
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Bladzijde 79

w

1

0
Het zwaartepunt van figuur a ligt op de symmetricas.

M=8+2+8=18

z=1(8-2+2-1+8-2)=%-33=12

Dus het zwaartepunt van figuur a ligt 12 boven het midden van de onderkant,

Reken eerst met de hele cirkel en trek daarna het gat ervan af.
Het zwaartepunt van figuur b ligt op de symmetrieas.
=T

y N
/1N )
0\1/2 3 /4
N y

M=mn-22—-n-12=3n

1 1
=—(+22-2—q-12- 1N =—"-7 =al
z ?m(ft e ) 2 s 3

e S Ry

Dus het zwaartepunt van figuur b ligt § rechts van het middelpunt van de grote cirkel
op de lijn door de middelpunten.

D M=4+6+2+3=15
x;=75(4-0+6-3+2:3+3:7)=3

yr=15(@4:3+6:5+2:1+3:3)=8=3%
Dus Z(3, 3%).

@ Het zwaartepunt ligt op de symmetrieas.
//t6 N
y. N
/ 4] \
/1, \\
0
M=5n-6 -3 m4=10n
1 {, 4 ) 4 ) 1 >
. L6t g—tog-42. 2 4)= — (144 -422) =323
101r(2 T T gy or )

Dus het zwaartepunt ligt 3,23 m boven het middelpunt van de cirkelbogen.

Z

Bladzijde 80
@ a Neem een as langs 4B met de oorsprong in Z.
De hefboomwet geeft 0 = AZ-4-BZ-3
4+3
447 =3BZ
AZ_3
BZ 4
Dus AZ; BZ=3: 4. . ) )
b 704 +3-45 =@ +3(b - @)= @ +35 -3 =73 +38 =}(47 +37)

@ Noordhoff Uitgevers by Meetkunde toepassen 59



Bladzijde 81

- —
@ Voor het zwaartepunt Z, van d@ en b geldt Z, = (m,-d +m, b).

- - > My ¥y
Voor het zwaartepunt z van z,en ¢ geldt
1
- o — - —
2 mytm, mdtmyb my ’?=ml'a+mz'.~_‘)jL my ¢

ml+m2+m3 mler2 ml+m2+m3 ml+mz+m3 ml+m2+m3
— - —
my+a+my b +my ¢ 1 - - -
= =—(ml-a.+m2-b+m3-c)
my +m, +my M

Bladzijde 82
@ A4 heeft massa 5, B heeft massa 2.

5

3

A
;
“B
(@] 1 2 3

2o a2 G5 C)-() ()

A heeft massa 4%, B heeft massa 75,

9 A

| A /,)\

o] 1 2 3 4 5

2ot I3 e I o Q) () o((5) - (2)

[~}

(243} (2%
165) \13

A heeft massa 3, B heeft massa 75.

n
o

117

RN

7“.
4’//5

o]
-
n
w
B
&)}
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B
*
6
5
A
[ ]
# 7
/ L Tel
3 /]
2 // .
/ )
1
o 1 2 3 4 5 6

De totale oppervlakte is 3 + 5+ 2 + 10 = 20.

15 % 5 3 3%
= P 2 2 2] = 20
i 2°(3(4%)*5(6%)”(3%)“0(2)) (3—)

Bladzijde 83

@ A heeft massa 4, B heeft massa 12, C heeft massa 8.

6

XV
/

0] 1 2 3 4 5 6

De totale oppervlakte van de figuur is 4 + 12 + 8 = 24,

0+2+0 3 5 23
2 _1{g.1, . g =5 y
: 24(4 ? (0+4+4)+12 (5)+8 (Z)) 24((103 i

y

/2

N

L 5 -y
T “ | NG \
f /p 1 eSiez, )
77 2= 3

el
W
N
% \
B
%N
w’—""f

1t

-2 =1 o 1 2 3 4 5
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Stel de massa van de hoogspringer is 70 kg, verdeeld over
* de benen met massa 26 kg en zwaartepunt Z,(-0,5; 5,3)
* de romp met massa 38 kg en zwaartepunt Z,(1,1; 5,2)
* het hoofd met massa 6 kg en zwaartepunt Z;(2,7; 4,3).

=y of o 05 1,1) (2,7))=,_( 45 )~(0,6)
: 70(26( 5,3)+38(5,2 o 43/)) \3612) \52
14.4 Bewegingsvergelijkingen onderzoeken

Bladzijde 85
@ a =3 geeftx(3)=3en v(3)=-4, dus P(3,-4).
b v=-1geeft’—4t—1=-1
?—4r=0
Ht—4)=0
t=0vir=4
¢ =0 geeft het punt (6, -1) en £ = 4 geeft het punt (-2,-1).
De lengte van het lijnstuk is 6 —-3 = 63,
¢ x=6geeft i — 32 +5t+6=06

1P -3 +5t=0

P -9r+15)=0

t=0veE-9%+15=0

t=0vD=(-92-4-1-15=21

9—@\”_%@
2

t= =
0v 5

Bladzijde 86
@ a Evenwijdig aan de y-as, dus x'(1) =0 A »'(£) £ 0
(t=1vi=5)nt#2
r=1wvie=5
t=1 geeft het punt (8%, -4).

t =5 geeft het punt (-21, 4).
b v=4geeftr’—4r—1=4

’—4t-5=0
t+DHr—5=0
tr=-1vit=5

t=-1geeftx=-21ent=>5 geeft x=-21
Dus de baan snijdt zichzelf in C,

. IR -6--1+5\ (12
¢ v(_l)_(( )2-—61'—4+ )_(16)

e (52-6-5+5) (0
0-(2520) o)

Stel de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt a.

o) (o)

celihe= -6) \6J| _ [36] _ 36 _ 1
12)] {0y 63-6 365 5
(-1

a=63,43..°

Dus de baan snijdt zichzelf onder een hoek van 63°.

Lo (=6-6+5\ (5
¢ 30-(",.524°)-(s)
rc,=%=l%

t =6 geeft D(0, 11)
Dus l;y=13x+11.

e De baansnelheid in D is | V (6)| = /(x"(6))" + (v (6))> = /5* + 87 = /89
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f x'()=r—6t+5geeftx"(1)=2t—6

V() =2t—4 geefty"(r) =2
(5)( | ) (5)(2)

De baanversnelling in D is a,(6) = = 20\ 89

G

Bladzijde 87
@ a 1=1geeft P(-4,-4)en 02, 5).

PQ=\Z—-4T+(5 47 =117

b xp(0) =xg(t) A VpD) = yo(0)
C=2%-3=-t+3A2+t-6=3i+2
P?—t—6=0A1—-2t—8=0
(t+2)t-3)=0A(+2)(t—4)=0
(f=-2vi=3)A(t=-2vi=4)

t=-2
{xp (H=2t-2 {xQ’(t‘) =-1
en
') =2t+1 vo'(t)=3
d 7 .-
Voor de baan van P geldt L&Lz :%: >

dv
Voor de baan van O geldt Li—';l:Q = %= -3.
tan(a) = 1 geeft @ = 26,56...°
tan(f) =-3 geeft f=-71,56...°
a—f=98,13..°
Dus de hoek tussen de banen is ongeveer 180° — 98° = §2°,

{dy} {dy} el 3
¢ =|——| geeft e
dr ], ldx], 2t—2 =1
6t—6=-2t—1
8t=5
f=3

8
1= geeft het punt (-33, -48).

d V()= (;i;f) geeft d (1) = (;)

N N 2e—=2\ {2}

v L a(t)geeft(2f+1)-(2)0
4i—4+4t+2=0
8r=12

=1
=4

t= 4l geeft het punt (f %, -3 :J)

e vp()=0geeft’+1—6=0
(=2 +3)=0
t=2vit=-3

t =2 geeft het punt (-3, 0).

@-(500)- (o)

@‘@_i_m

%(2)=W—@—29\@
5

@ a v=4]geeft 3 +3cos(r) =41
3cos(f) =11
cos(f) =1
t=in+k2nvi=-in+k2n
top[-2m, 2n] geeftt=-Brnvi=-invi=invi=1n

t=-12n geeft B(- 21+ 11/3, 41)
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t=-ln geeft A(-1n— 113, 41)
t=1n geeft D(In+ 113, 41)
t= 137 geeft C(13n — 113, 41)
AD=xp—x,=fn+ 133~ (n—153) =3n +3,3
b {x(t) =+ 3sin(7) e {x "(6)=1+ 3cos(r)
W6y =3 +3cos(t) 5 |3()) =-3sin(n)
raaklijn verticaal geeft x'(£) =0 A ¥(1) £0
1+3cos(t)=0nA-3sin(f) #0
cos(f) =1
cos(f)=-1geeft y=3+3--1=2
Dus de y-coordinaat van de punten met verticale raaklijn is 2.
¢ | V(0| =T T 3cos(n)? + (-3sin(r))> = 1 + 6cos(r) + 9cos(r) + Isin’(r) = /10 + 6.cos(r)
d De maximale baansnelheid krijg je als 10 + 6 cos(r) maximaal is. Dat is voor cos(r) = 1.
De maximale baansnelheid is /10 + 6 1 = /16 =4.
{x’(t‘) =1+3cos(t) o {x"(z‘) =-3sin(r)

€ () =-3sin() Y1) = -3 cos(f)
(1 + 3cos(§1t)) (3 sin(1m) 1\ (-3
-3sin(in) ) \-3cos(in) -3)\ o -3
a (in) = - : = = =~ip\/10
b(370) (1 +3cos(%1c)) ‘( | )‘ J10 3 10
-3sin(in) -3
Bladzijde 88
. 2 2
— = ofwel OB =
@ a sin(®) op otwe o o St 2cos(t)
Xp P sin(r) sin(f)
cos(t) = OB ofwel x, = OBcos(f)
b y
g B
19 o
” p
A
L \ ¢ L L L G'
1 [o} 1 2 3 rig

ZGOB =t geeft LMOA=14n—1t

AOAM is gelijkbenig, dus £ MOA = ZMAO =1m — ¢,

De hoekensom drichoek in AOAM geeft ZOMA=n— (in—1)— (An—1) =21
CM - 1 _-VP

cos(LOMA) = T 7

vp=1—cos(2f)

=1 —¥p

¢ y=1geeft1—cos(2t)=1
cos(26) = %
A=gu+k2nv2=-in+k 2n
t=in+kmvi=-intkmn
O<t<mgeefir=¢nvi=2:n

L oL
t=qgmgeefix= 2?055610 . f\ﬁ =37
sin(gn) 3
2co0s(3n) 2--1\3
t=%:rr geeftx = (?Oqgt’n) = Iz\r=72\/§
sin(3n) 2

AB=23--2/3=43
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2cos(r)

sin(z) - —2sin(z) — 2 cos(?) * cos(r) -2
*(t) == x'(1) = - S—
d sin(?) geeft sin’(7) sin’(7)
¥(f) =1 — cos(2r) V() =2sin(21)
2
t=tmgeett 7= (& —(_8),dus E’k—(ﬁ).
243) W3 :
x3+8=c
- =23-/3+8-1=10
door (25, =23 B8
Dus k: x\/3 + 8y = 10.
Zeos(r) . . 8 8
e |x(f)= (0 invullen in y = Zia geeft 1 —cos(2f) = m
() =1-—cos(21) sin(f)
. 8
—_(1— 2 __ 5
1— (1 —2sin%(#)) oD
sin’(f)
2§in(f) = —5——
sin () cos*(1)
sin’(f)
2cos*(r) + 2sin?(f) = 2
2(cos¥(1) + sin(£)) =2
2-1=2
Dit klopt voor elke ¢, dus bij de baan hoort de formule y = i a
f oy coft 1/ = 0—8-2x -l6x
VI A T ey T ™
" (P +4y-16 —-16x-2(x* +4)-2x _ -16(x* +4) + 64x*  48x? —
y (x2 + 4)4 (x2 g 4)3 (xz e 4)3
=0 geeft 48x* — 64 =0
48x? = 64
=3
x=+;=33vx=-233
=23 geeft y= 8 __24

—%_lenx=-23 geeft y= 1L
Si4 4+ 12 s=lzenx 3 geeft )
Dus de buigpunten zijn (3/3, 13) en (-3/3, 11).

2 cos(f) 2cos()
g @’: i sin(7) sin(¢)
1—cos2)) 2/ \-1-cos(2s)
Sz
e . m cos(?) L+Lcos(21) Z?;((t)) + 3+ 5008(20)
OT=0Q +iQP+10P, = (2) + sin(?) % cos(?) = cos(t)
-4~ $cos(20) sin(7) lz~ 20020+
xp(t) = . n(()) £k Legeldr)
Dus cos(r)
= 0 il 5~ GHS(21)
Diagnostische toets
Bladzijde 90
3 3 J7+1 3[+33+3\fll
03\/7,1 \/‘71\/‘+1 7-1 6 2V

55 5B 5+ sBels
b - - Bra 53 s
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© Stcl PO =x.

D 4 e
P
2
X
Pl oatits B
Q

PO =xgeeft AQ=x/3 en AP=2x

AABD vy AOBP geeft A0 _A8

QP QB
E 4-

4x =8 ?QF
dx +2x\/3=8

x(4+23)=28
_ 8 § 4-2\3 32- 16\@:8_4\5
4123 4+23 4-23 16-12

Dus AP =2x= 16 — 8./3.

© Stel NP=x. mp_MD

AMPD o ANPC geeft —=
NP NC

x+4 2
x 1
2x=x+4

x=4

; C
sin(F£ (k. ) = 1 =4 ]cosZ(lA(k n)+k=1
cos?(z2(k, D) +sin(z2 (6 D) = 1) o1 /i ,,))=_;

cos(1£(k, 1)) =115 v cos(R 2 (k, 1)) =-L T3

vold. vold. niet

sin(Z (k, 1)) = 2sin(3 2 (k, 1)) -cos (32 (k, 1)) = 2-§- 3 T5 = ;15
@ 2 Het midden van ACis (1, 4%) en AC = (,)!) £ ((1)) dus mll, . y =41
4 ) x—45=-3
N

1
5 2
Het midden van BC is (3, 6) en BC=( 4) (_ ),dus mllg:x—y=-3 s L

Dus het snijpunt van de middelloodlijnen van AC en BC is M(14, 41),

b:jz%f\(g) 7= (5)+(5)-(5)= )

1 2
?,C=(2)geeft ﬁk=(l)
Ldr—y=e| _aoa
doorA(l,l)}c_z I=1=1

Dusl 2x—y=1.

(4 (owac ()-40)

Snijden van /en BC geeft 2(5 + ) —(4—-1)=1
10+21-4+2=1
34=-5
A=-15

4=-12 geeft D(5 — 12, 4 + 12) ofwel D(31, 52).
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¢ Stel ?,—(1).
P
‘?AC' ?;|

Uit Z(AC, 1) = 60° volgt cos(60°) = —=————-

| Pael | 7
Pac|"| 71

C0G)

i pl
T
2-p| =TT
4p2:1+p2

3p2=1

21

3
p=3\3vp=-33

a3 (2)oe ()

B - 1 L1
p=-3y3 geeft }12—(_%ﬁ),dus ”ﬁ‘(ﬁ)‘
l‘:x_yﬁ_c}c=5—4ﬁ,dus!]:x—y\5=5—4\ﬁ.

B(5, 4)
Lix+yf3=c
B(5, 4)

Alternatieve uitwerking

¢ Zie de figuur.
¥

}c—5+4\/§,duslzzx+y\/§—5+4\/§.

|

60°

2
50

DO, 4) 5 ><

o
/
A

e ﬁ/

60°

(o] \\rn wl‘-"‘

BD =5 geeft DE=DF=%= 12\/3, dus E(0, 4 — 12/3) en F(0, 4 + 12./3).

rc, = tan(30°) = /3 en re, =-tan(30°) =53
Dus _u,’l; y= %xﬁJr 4 — l%x‘/g en 121)4’ = ’%X\EJr 4+ l%ﬁ

2:2+1-9] 4

© =2 dM b NZST =
Dusieg: [x— 2P+~ 1P =35
b x2+y2-2x—4y—-5=0
=2x+y?—4y—-5=0
(x—1P2—1+(@p-2P%-4-5=0
(x— 12+ (F-22=10
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Het middelpunt is N(1, 2).

vi-a-7=(2)-(,)-(5)

X=3P=C| . w_a. _
AQ2.-1) }02 3--1=5
Dus /: x — 3y =35,

¢ c(x+2)?+(y—3)y°=5
Het middelpunt van c, is B(-2, 3) en de straal is /5.

Selmiy=artbl g1 4pe

’ b=2-a

Dusm:y=ax+2—aofwelm ax—y+2—-—a=0.
|-2a—3 +2—al

d(B, m)=/5 geeft Nz =5

-3a— 1| = 5@+ 1)
9>+ 6a+1=>5a>+5
4a*+ 6a—4=0
2a*+3a—-2=0
D=32-4.2.-2=25
-3+5 -3-5
4 4
Dusm;:y=%+13enm, y=-2x+4.
d X2+?+8x—6ry+20=0
X2+ 8x+y?—6r+20=0
(x+4)2— 16+~ 32 -9+20=0
(x+4y+(y-3)y =5
Het middelpunt van c, is C(-4, 3) en de straal is /5.
Stel n: y=2x+ b ofwel 2x —y+ b= 0.

a

2--4-3+b

d(C, n)= ﬁgceftﬁ= \/g
Gr—1] =3
b—11=5vb—-11=-5
b=16v b=6

Dusn;:y=2x+16enn,:y=2x+6.

Bladzijde 91
O M=m+m+m+m=5+2+8+12=27

: ‘%((;(i))”‘(?)*‘(i% 2 (0)=A() () () () -+ -(5)

€© Breng cen assenstelsel aan en verdeel de letter P in twee delen zoals hicronder.
y
6

5

Ne
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M=m +m,=2+12=14
L 2 1 24 25 1
TR e ) )2
Y
6
5
ZZ
4
£26%)
3
2
1
Z1
0 T2 3 4
x(t)=7~ {x'(t)— 2t
- {y(r)=t3+3t2+9r gt | iy =32+ 61+9

Raaklijn evenwijdig aan de x-as, dus v'(£) =0 A x'(f) # 0
“324+6i+9=0A2i#0
P2=2t—3=0At+£0
(t+D(=3)=0At#0
(t=-1vi=3)aAt#£0
t=-1vi=3

t=-1 geeft het punt (1, -5) en 1 = 3 geeft het punt (9, 27).

Dus de raaklijn is evenwijdig aan de x-as in de punten (1, -5) en (9, 27).

Raaklijn evenwijdig aan de y-as, dus x' (1) =0 A y'(t) #0
(=0At#£-1At#3
t=0

t =0 geeft het punt (0, 0).

Dus de raaklijn is evenwijdig aan de y-as in het punt (0, 0).

_ x'"(2)\ D) (4 - (9
t2geeft(y,(2))—(3.22+6_2+9)—(9), dus nk—(4).

t=2 geeft A(4, 22)
9x—4dy=h
A4, 22)

Dus k: 9x — 4y =-52.
x=9geeft?=9

}b—9-4—4-22——52

t=-3vit=3
Zie vraag a, t = 3 geeft een horizontale raaklijn.
Y3 _ =36 _

1 =-3 geeft 1Cpyppijn = 6

x'(-3) -6
tan(a) = 6 geeft a = 80,53...°
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is ongeveer 80,5°,

— _ 2t — _
V()= (_3[2 - G 9) geeft d (1) = (—6[ i 6)

VD =2 +(-3-6+97=4+0=2
Dus de baansnelheid is 2 cm/s.

_VeD-den (02)(122) _-4
VD) ‘(2)
0

Dus de baanversnelling is -2 cm/s?,

2

ay(-1)
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Po) {x(t) =sin(2¢) {x (1) = 2cos(21)

A () = £ + cos(t) (6 =1 — sin(?)

Raaklijn evenwijdig aan de x-as, dus v'() =0 Ax'(1) # 0
1 —sin(f) =0 A 2cos(21) # 0
sinf) =1 A2t £ in+km
t=in+k-2nat#im+kin
top [-n, n] geeftt=1in

t = 1n geeft het punt B(0, 'Es'r)

Dus de raaklijn is horizontaal in het punt (0, ).

Raaklijn evenwijdig aan de y-as, dus x(£) =0 A y'(£) £ 0
t=inthkimAat#in+k-2n
top[m, xlgeefit=-"2nvi=-invi=invi=in

t=-3mgeeft (1,-3n—-12)
t=-In geeft (-1, -in+12)
t=1n geeft (1,in+12)
t=3m geeft (*1,%@*% 2)
Dus de raaklijn is verticaal in de punten (1, -3rn —12), (-1, -in + 12), (1, in +12) en (-1, 3n - 1/2).
b x =0 geeft sin(20)=0
2t=k'm
t=k-in
top[-m,m]geeftt=-n,t=-In,t=0,t=4ment=m,
t=-1m geeft 4(0,-1in)
{x'(;n) =2cos(-1) =2
v'(-3m) = 1 —sin(-3m) =2

1
Dus ﬁk=(1).

kx+y=bl, - | _ 1
o
Dus k:x+y=*lj?t.
N 2cos(26) 5 -4sin(21)
)= ft r)y=
¢ ¥ (lsin(t‘))gee 4®) (COS(E))

v(in) = \J(2cosm)? + (1 —sin(ln))? = JC2)P + (1 - 1) =4+ 0=2
Dus de baansnelheid is 2 cm/s.

Dus de baanversnelling is 0 cm/s”.
d (1) = JZcos2DH) + (1 — sin(0)?
Voer in v, = +/(2cos(2x))* + (1 — sin(x))°.
De optie maximum geeft x =-1,57079... en y = 2,828...
ln=1,57079...
Dus de baansnelheid is maximaal in het punt 4.
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15 Afgeleiden en primitieven

Voorkennis Differentiéren en integreren

Bladzijde 95

2
(1 8 .f(x)=-x2'\/5§geeftf'(x)=2x-\/5_x+x2._2557x=2x\/57+25\75?

b f(x)=10x-2* geeft f'(x)=10-2+ 10x-2*-In(2) = 10-2* + 10x In(2) - 2%

¢ flx)=x*—xIn(x) geeft f'(x) =2x —1-In(x) —x'%: 2x — 1 —In(x)

et — 1 s _ AR08 B2~ 1) wcF—Te40. (EB-0E542
d fi) =" geeft f'(x) = - - — = -—

X
e f(x)="log(x*+4) geeft [(x)=

x2 ad X
1 2x
_ ) X=—
In(2)- (x> +4) In(2) - (x> + 4)
f f(x)=3sin(x)sin(2x) geeft
S'(x)=3cos(x)-sin(2x) + 3 sin(x) - 2¢os(2x) = 3 cos(x) sin(2x) + 6 sin(x) cos(2x)

0 a flx)=0(2—2x)e*geeft f'(x)=(2x—2)- e+ (x%— 2x)-e*=(x*> — 2)e*
f'(x)=0 geeft (x2—2)e*=0

x2-2=0
xt=2
x=y2vx==\2
y
f
I
I
!
2 O %

2
I
I
I
I
I
I
I
I
I

max. is f(-+2) = (2 +2y2)e VZen min. is f(/2) = (2 — 2{2)e"2.
b f’(x) = (x2 — 2)33’ geeft f”(x) =2x-e¥ + (x2 — 2) et = (x2 FiPx— 2)3":
77(x) = 0 geeft (x2 +2x — 2)e* =0

2+2x—-2=0
(x+17%=1-2=0
(x+17=3

x+1=-Bvx+1=3
x=-1-3vx=-1+.3

| 1+43
g 0

Dus de x-codrdinaten van de buigpunten zijn -1 — /3 en -1 + /3.
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e J(x) = cos?(x) — sin(x) geeft /'(x) = 2 cos(x) * —sin(x) — cos(x) = -2 cos(x) sin(x) — cos(x)
Sf'(x) =0 geeft -2 cos(x)sin(x) — cos(x) =0
cos(x)(-2sin(x) — 1)=0
cos(x) =0 v sin(x) =-%
x=%1r+k-:rt vx=—%;rc+k-27t vXx= léﬂ+k-2:rc
xop [0, 2x] geeftx=%n vX= lén vX= 1%7: VX= lgn
Dusx,=imenx,=13m,

fldx) =0 1=-Ten f(13m) = (13)* - 4=} +}=1}
Dus A(in, -1) en B(13x, 11).
1=l 2% 17

Stelk:v=axt+bmetg=———7—=—"-—=—,
’ I2p—gn  1im 16z

27
Y Ter P 12—7-§:rc+b=—1
door A(im, -1) 6%
2 =
T+p=-1
b=-14

Dus y.=-135.

Bladzijde 97
! 3l

33
(1 ) I(N)=;rcf(f(x)+1)2dx—1c'12-(3%—l%)=nf(\f2x—3+l)2dx—;rc'2
I3 15
3 34
=nf(2x—3+2\/2x—3+1)dx—21r=nf(Zx—2+2(2_x—3)5)dx—2n
i 7 - i
= -2 +3@x-3)]; -2n
n(12f —7+3(7-3)y7-3- (24 -3+%(3-3)y3-3)) - 2n
—alfe+ B~ 3] - 2n
=1lin—2n=9in
b fix)=+2x—3
| translatic (-31, 0)
y=y2(x+3%)-3
y=+2x+4
2x +4 =172
2x=yr—4

x=1y*—2
2 2 )
1Py =x [ (32 =2Pdv=mn [ ('~ 27 + 4)dv = [s50" - 1" + 4,
0 0
=qu(L.25-2.23+4.2-0)=44x

Bladzijde 98

O » /() —g() geeft —°

=2+ 12
23:—1
-4x?+26x—12=10
-4x2+26x—22=0
2x1—13x+11=0
D=(-13)2—4-2-11 =8l
x_13+9 _13-9
T 4

1

:5%vx
55 st
o) = [ (gt~ finde= [ (2x+12—%)dx—[x2+12x—51n(2.x—1)]f5
1 1

=-(51) +12-5L = 5In(2-5L 1) = (-12+ 12-1 - 5In(2- 1 - 1))

=-30% + 66— 5In(10) — (-1 + 12 — 0) = 242 — 5In(10)
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st st

’ [(L):ﬂj(g(x))zdx‘Tfj(f(X))zdx=rrf(—2x+ IZ)de_ﬂf—(legOl)z dx
1 1 1 4

sk st
- Trf(4x2 — 48x + 144)dx — nf 100(2x — 1)2 dx
1

%
- 14t 240 10 5000 ) [ = a{1het - 2400+ 140 - 50
|

=m(1d-(51)° —24-(51)° + 144-5L — (1113 -24- 12+ 144-1))—::(&—&)

10 1
=2872n— 121in—45n=121in

¢ f()=10enf(5)=1

geeft 2xy —y =10

=

2x—1
2xy=y+ 10
1
gy 3
=5 2
y=-2x+12 geeft2x=12 -y
=61y
10 10 1 5 10 10 1 1
2 :
I(M):nf(()—é-y) dy—rrf('i +2v) dy=nf(36—6y+ﬁy2)dy—ﬂf(}7 +2v+4v2)dy
1 1 ./ 1 | A )
10 10 |
~x [ Go-ar b [ (14t Lot

1 1
=x[36y— 32+ %yﬂ:o —azy +5In(y) - }—1_1,-4]:0

=x((360 - 300 +831) - (36 -3+ %)) —=((2) + im0 - L) + (L +0-1))
=143in - 335n - 287 — ixIn(10) = 1073w — $wIn(10)

15.1 Hellingen, buigpunten en toppen

Bladzijde 99
(1 JEW il
¥ y
N X
—// X
0]
11 v
y y
(0] /- *
\X
o}
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(4]

74

b I I

helling van helling helling van helling

—

-’/o

II v

helling van helling helling van helling

o}

SN
/

\ °L—
\X g,
O/_X \
/ e

flx) =x+1e* geeft f'(x)=1+1e*> 0 voor elke x, dus fis stijgend.

f'(x)=1+1e geeft f"(x) =1e* >0 voor elke x, dus /" is stijgend ofwel f'is toenemend stijgend.

Bladzijde 101
T=20+80¢ " geeft L

=80e %¥--0,2 =-16e %
dt

d {dT

EAD ) = e B 02 = e O

dr(dt) 6e 02=32e¢

%= -16e %% <0

f

d {dT T is afnemend dalend
——]=32e02>

dr(d:) Sl 0

Het atkoelingsproces verloopt dus steeds langzamer.

Bladzijde 102
a Voer iny, = 100 en y, = 50.
Intersect geeft x = 8,325...
Na ongeveer 8,325... minuten ~ 500 seconden is de helft weggestroomd.

b o 100-c 091 -0,020 =21 001"
de
d(dv -0,014 -0,01£ -0,014 - 2 % 2
alar =g L~ D PO QIR =<2 00, O & 00 = — 2y e FAL
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L (d—V) = 0 geeft (0,042 — 2)e 001" = 0

de\de
L 0,042 -2=0
0,042 =2
=50
t= /50 v t=-./50
vold. vold. niet
v
|
|
|
L t
o /50

De uitstroomsnelheid is maximaal na /50 minuten, dus na ongeveer 424 seconden.

dv .

De maximale uitstroomsnelheid is dus 8,577... /minuut.

De helft van de maximale snelheid is 4,288... I/minuut.

Voer in y; =-2xe 0¥ en y, =-4,288...

Voor ¢ > /50 geeft intersect x =~ 13,586...

Na 13,586... — /50 = 6,51... minuten =~ 391 seconden is de uitstroomsnelheid afgenomen tot de
helft van de maximale snelheid.

O /0)=(2-3)2-5=x*-82+15
Six)=4x—16x
) =12x2- 16
S(1)=4-16=-12<0 dus dalend
ff(1)=12-16=-4<0
Dus toenemende daling.

2x+1 FH+H1D)2—(2x+1)2x 222+42-4x2-2x -2x2-2x+2
= fl f'(x) = = =
o f(x) )C2 +1 geﬂ f(x) (JC2+ 1)2 (x2+ 1)2 (x2 + 1)2
(1P (-Ar—2) (22— 20 +2) 22 + 1) 2x
1(x) = Y,
(2+1)
(2 D(4x - 2) — 4x(-2x7 - 2x + 2)
1y
_ A 27 —4x -2+ 85+ 8x2 —8x 4 +6x7 — 1202
(@ + 1) @2+ 1P
F=3)= % <Qen f"(-3)=- L Slf)j L <0, dus in 4 toenemend dalend.
£1(0) = 01# >0 en f7(0) = 0“’;# <0, dus in B afnemend stijgend.
(= 7272# <Qen f"(1)= % <0, dus in C toenemend dalend.

© /() =2 — 1552+ 24x
£(x) = 6x2 — 30x + 24
"(x)=12x - 30
/(28 =0enf(2)) =-135 <0
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Dus de grafiek van f gaat bij x = 21 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

Bladzijde 103

©a f=ax'--32+4x+b
F(x) =4dax® — 1x? — 6x + 4
f"x)=12ax* —x—6
"(3)=0 geeft 12432 —3—6=0
108a =9

—_a
a=13

Dus. fi(x) =gt — 23— 322 +dx+ b,
FR)=5peeli (5434 =533 =3:32+4434p=5
65 —dg—2F+ 12+ b=35

b=17;
Y

A@B, 5)

/S ° s

De grafick van f'gaat in A over van toenemend dalend naar afnemend dalend.
Dusa=jenb=17;
b f(x)=0geeftx’—x—-6=0
(x+2)(x=3)=0
x=-2vx=3

y

/-'2 o

f(-2) =3, dus in het punt (-2, ) gaat de grafiek van f over van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend.
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QD 2= —g geeft-2ae? = —g

f(x) =axe? geeft f'(x)=a e +ax e b=(abx+a)e™en
f"(x)=ab-e" + (abx + a) - e**- b = (ab’x + 2ab)e™
f"(=4) = 0 geeft (~dab® + 2ab)e™ =0

ab(-4b+2)e* =0

a=0 v b=0 v -4b+2=0

vold. niet  vold. niet -4b=-2

b=3
4
- -2h — _—
2a? e p —2ac’!=-4¢!
b=35 a=2
112 = (2-4--2+2)et 2=0
y
f
-4
1 o) &

(-2, -4e™)

De grafiek van f'gaat voor x = -4 over van toenemend dalend naar afnemend dalend en heeft een top
voorx =-2,
Dusa=2enb=1

@ a f(x)=(2+ax)e geeft £'(x)=2x+a) e’ + (X +ax) e*=(x2+ (a+2)x +a)e”
f,'3)=0geeft (9 -3(@+2)+a)e?=0
9—-3a—-6+a=0
-2a=-3
a= l%

fi

Dus voor a = 13 heeft £, een maximum voor x = -3.

fi') = (2 + 34+ e

f;%'(x) = () geeft (x2 + 3%x + 1%)6* =0
x2+3x+15=0
(x+3)(x+3)=0
x=-3vx=-

i
minis £4(-) = (Y 1t =fet= 1
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b f,'(x)=(*+ (a+2)x +a)e* geeft
LA r=2x+a+2jef + (= e 2igra)er =0 + @b+ 2a+2)e®
L4 =0geeft (42 —4(a+4)+2a+2)e*=0
l6—4a—-16+2a+2=0
-2a+2=0
-2a=-2
a=1

g

__————-—'_'_"--_________-\

_4 (o]

Dus voor a = 1 gaat de grafiek van f, bij x = -4 over van toenemend stijgend naar afnemend

stijgend.
10
@ 0-5,
L (@+p)0-10-2x 20«
WOy @y
oy = 207200202 4 p)-2x (2 p)e20 = 20w-2-2x
X)= =
! o +p) ( +py
_ ~20x*-20p +80x?  60x>—20p
o @tp @p)
60-4—20p
"(2) =0 geeft ————— =
f,"(2)=0 gee a+pp 0
240 -20p =0
-20p =-240
p=12
y
/\
I
|
!
o 2 *

Dus voor p = 12 gaat de grafick van f, bij x = 2 over van toenemend dalend naar afnemend dalend.

Bladzijde 104
@ a s(f) =ar + b
w(t) = 3ar® + 2bt
a(t) = 6at +2b
Bij =10 gaat de snelheid over van toenemend stijgend naar afnemend stijgend, dus a(10) =0,
Dit geeft 60a + 26 = 0 ofwel 30a + b= 0
5(15) = 675 geeft 3375a + 225b = 675 ofwel 15a + b =3

30a+b= 0
15a+b= 3
15a =-
a=7]7 } 1
S _A(30-5+Db=0
30a+b=0 —6+b=0
b=6

Dusa=-tenb=6.
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b s(f) =-5 + 68
W) =-32 + 12t

wW(15)=-3-225+12-15=45

Inde 15 seconden tussen 7 = 15 en = 30 wordt 15 - 45 = 675 meter afgelegd.

Dus op ¢ =30 is in totaal 675 + 675 = 1350 meter afgelegd.

1325
45

¢ Om 2000 — 675 = 1325 meter af te leggen met een snelheid van 45 m/s is =293 seconde nodig,

Dus er zijn 15 +293 = 447 = 44 seconden nodig.

D a () =122+ 3x +4 geeft f'(x) =x2—4x+3
f(x)=0geeftx*—4x+3=0
x—-D{x—-3)=0
x=1vx=3
Ay=5% dus 4(1, 51).
1(3)=4, dus B(3, 4).

b 04=+12+ (51)* =543

0B=F+®=5

Bladzijde 105
D /() =p +sin(x) geeft £,'(x) = cos(x)
1,'(x) =0 geeft cos(x)=0
=il
x=sntk'm
Dus A(im, p+ 1) en B(1im, p— 1).
OA4 = OB geett 04* = OB*
(Gm) +(p+ 172 = (gm)* + (p— 1)?

it teBt Ond L BanPdpi—dp &
4p =2n°

— L2
p=;n

@ Door op de grafiek van f'de translatie (0, -p) toe te passen ontstaat de grafiek van de functie

(x):3x2+ 10x—-3
b 4
) = (2 + 4)(6x + 10) — (3x2 + 10x — 3) - 2x _ 6x3 + 10x% + 24x + 40 — 6x° — 20x2 + 6x
& (2 + 4y (2 +4)
_ 1022 +30x + 40
(x* + 4y
g, (x) =0 geeft - 10x2+30x+40=0
x¥2=3x—4=0

x+DHE-H=0

x=-1lvx=4
g(-1)=-2-peng (4 =4;—p,dus C(-1,-2 — p) en D(4, 4}~ p).
OC = 0D geeft OC* = OD?

(124 (-2=pp =42+ (45— p)?

l+4+4p+p?=16+18%—8ip +p?

121p =29

p=23

@ £,(x) =-0,03x* + 0,08x> + 0,48x* + p geeft f,'(x) =-0,12x" + 0,24x> + 0,96x
1,'(x) =0 geeft -0,12x% + 0,24x2 + 0,96x = 0
-2 - Bi=0
x(x*=2x—-8)=0
x(x+2)x—4)=0
x=0vx=-2vx=4
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f(-2)=08+penf,(4)=512+p, dus A(-2; 0.8 + p) en B(4; 5,12 + p).

OB =204 geeft OB* =404
4+ (5,12 +p) =42y + (0,8 +p))
16 +262144 +10,24p + p* = 4(4 + 0,64 + 1,6p + p*)
16 +262144+1024p + p* =16 + 2,56 + 6,4p + 4p*
-3p2+3,84p + 23,6544 =0
p>P—1.28p—7,8848=0
D=(-1,28)"—4-1--7,8848 = 33,1776
1,28 — 5,76 1,28 + 5,76
== 224 v p= =5
vold. niet vold.
Dus p=3,52.

=352

15.2 Raakproblemen

Bladzijde 107
@ a rc, =1, dus de richtingshoek van k is 45°.
b f(x)=x%geeft f'(x)=2x
S(x) = g(x) geeft x2 =x+2
—x—2=0
x+tD)x—-2)=0
x=-lvx=2
f'(-1)=-2, dus tan(a) = -2
a=-634.°
S(2)=4,dus tan(f) =4
£=759.°
Dus de richtingshoek van / is 63° en de richtingshoek van m is 76°.

Bladzijde 108
@ /) =g(x) geeft Jx=-2x+6
kwadrateren geeft
x=4x7—24x + 36
4x2—-25x+36=0
D=(-25—-4-4-36=49
x=25—7=2lvx=25+7=
8 4 8

vold. vold. niet

£w) =\ geeft /() = 21—\/;

4

k is de raaklijn van de grafick van fvoor x = 21,
tan(a) =rc, =f"(2%) = 1 rii= =1geefta=1843..°

2v2; 2-1
[ is de grafick van g.
tan(f) =rc,=-2 geeft f=-63,43..°
a—pf=1843..°—--63,43.°=81,86.°
De gevraagde hoek is ongeveer 82°.

S

[l L

@ K is de raaklijn van de grafick van fin 4.
fx) =-1x2+3 geeft f'(x)=-x,dus 1c, =f'(1)=-1.
tan(a) =rc, =-1 geeft a =-45°
[ is de raaklijn van de grafiek van g in 4.

1 5 5
:2% ft o'(x)=21L. = duse(=—2—==1L
g(x) _\/J_r geeft g'(x) 3 2\/; 4\/? dus g'(1) 4\/T 4

tan(f) =rc, = 15 geeft f=51,34..°
B—a=51,34.°—-45°=96,34.°
De gevraagde hoek is 180° — 96,34...° = 83,7°,
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@ /(x) = g(x) geeft x> — dx = x> — 10x + 24

6x =24

x=4
k is de raaklijn van de grafiek van f'in het punt 4(4, 0).
fx)=x*—4x geeft f'(x)=2x—4,dus f'(4)=2-4 -4 =4,
tan(a) =rc, =4 geeft a =75,96...°
[ is de raaklijn van de grafiek van g in het punt 4(4, 0).
2(x)=x>—10x+24 geeftg'(x)=2x— 10, dus g'(4)=2-4-10=-2.
tan(f) =rc,=-2 geeft f=-63,43..°
a—f=7596..°—-63,43°=139,39...°
De gevraagde hoek is 180° — 139,39...° = 40,6°.

@D 2=-+4x+6
22 —4x-6=0
-2x-3=0
(x+1x—3)=0
x=-1vx=3
dy dy
v= xgeeftdx 2xe le

k is de raaklijn aan p, voor x =-1.
tan(a) =rc, =-2 geeft a =-63,43..°

| —2ea
x=-1

dy dy
y=-x7+4x+ 6 geeft ~= = -2x +4 en {—‘} —-2--1+4=6,
dx dx Jx=-1

! is de raaklijn aan p, voor x = 1

tan(f) = rc, = 6 geeft f=80,53...

f—a=28053.."—-63,43..°=14397..°

De hoek waaronder de parabolen elkaar snijden voor x =-1 is 180° — 143,97...° =~ 36°.

dy dy
= x* geeft —=2x =2-3=6.
y=xgee en { LB 3=6

. dy dv
y=-x2+4x+6 eeft;=—2x+4en{;} =il Gd—~3
yooE TR TR ey dv L3
De richtingscoétficiénten van de raaklijnen voor x = 3 zijn gelijk aan die voor x =-1, dus de
gevraagde hoeken zijn beide 36°.

Bladzijde 109
@ a f()=V41+5=9=3eng(l)=-12+63-1-25=-1+65-21=3
f5)=\4-5+5=\25=5eng(5)=-5+65-5- 2';25+32§—2§:5
Dus de grafieken van f'en g snijden elkaar in de punten 4(1, 3) en B(5, 5).
o ey 1 _ 2
b f(x)=/4x+5 geeft ['(x)=4 N TN T

k 1s de raaklijn van de grafick van f inA.

S 2
tan(a)=rc,=7"(1) m \/_
g(x)=-x2+6ix — 21 geeft g'(x) =-2x + 63
[ is de raaklijn van de grafiek van g in 4.
tan(f) =rc,=g'(1)=-2:1+63=4 geeft §=77,47.°
p—a=T747..°-33,69..°=4378..°
Dus de hoek waaronder de graficken van f'en g elkaar in A snijden is ongeveer 44°,
m is de raaklijn van de grafick van f in B.

e 2
tdn(a) =1, 7f (5) - m \/—
n is de raaklijn van de grafick van g in B,
tan(f) =rc,=g'(5)=-2-5+ 61 =-31 geeft §=-74,05..°
a—f=21,80..°—-74,05.°=9585.°.
Dus de hoek waaronder de graficken van f'en g elkaar in B snijden is 180° — 96,85...° = 84°,

geefta 33,69...°

=Zgeefta=21_80..°
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D /=509 gesht (= 1)' = 1
(x=1)7=1
%x— 1=1
%x=2
re

£ = (3x = 1 geeft f'(@) =1-3- (3 — 1)2 = 15(3x — 1)?
k is de raaklijn van de grafiek van f'voor x = 4.

tan(a) =re,=f"(@) = 1114 — 1Y =112 - 12 =111 = 11 geeft a = 56,30...°

gx)= m = (bx—1)? geeftg'(x)=5--2- (4x— 1) :*m

[ is de raaklijn van de grafick van g voor x =4.

1 1 1
tan(f) =rc,=g'(4) =- = =-—=-1 geeft f =-45°
) 1=g'4) (%.4_1)3 (2_1)3 1 g i

a—f=156,30..°—-45°=101,30...°
De gevraagde hoek is 180° — 101,30...° = 78,7°.

€D »=2x2 +x+ 1 substitueren in x2 +32 = 5 geeft x2 + (3x2 +x + ;—)2 =5.
Voerin y, =x2+ (32 +x+ 1) eny,=5.
Intersect geeftx=-2enx=1.
x=-2geefty=3-(-2-2+j=lenx=1geefty=2-1+1+1i=2

y
\

B(1, 2)

A2, 1) m

/\X "

Dus A(-2, 1) en B(L, 2).

dv
y=3x2+x+igeeft—=1x+1

dy
S

tan(a) =-13 geeft a =-59,0...°
1, = % =-1 dusrc;=2.

tan(f) =2 geeft f=63,4...°
p—a=1224.7°, dus de hock waaronder p en c elkaar snijden in 4 is 180° — 122,4,..° ~ 58°,

dv}
= = 2L
Ic, |:d.x S 3

tan(y) = 21 geeft y = 66,8...°
2
oy =1 = 2, dusre, =-1.

tan(J) = -1 geeft 5 =-26,5...°
y—0=293,3..°, dus de hock waaronder p en c elkaar snijden in B is 180° — 93,3...° ~ 87°,
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Da ()=0512+1+15=3eng(l)=-12+4-1=3
Dus A(1, 3) ligt op de grafick van fen op de grafick van g.
b f(x)=0,5x* +x + 1,5 geeft f'(x)=x+1
Stel k: y=ax+bmeta=7"(1)=2.

ky=2x+b _
door A(1, 3)} i:i’ 2

Duskry=2x+1.
g(x)=-x*+4x geeft g'(x) =-2x + 4
Stel: y=ax +bmeta=g'(l)=2.

Lyv=2x+b

- 2+b=
door A(1, 3)} o] ?
Dusly=2x+ 1.

¢ A is het punt waar de raaklijnen aan de grafieken van f'en g samenvallen.

Bladzijde 110
@ De grafieken hebben voor x =-3 geen punt gemeenschappelijk, dus ze raken elkaar niet. Wel geldt
dat voor x = 3 de raaklijn aan de grafiek van f'en de raaklijn aan de grafiek van g evenwijdig zijn.

@ a f(x)=x>+4x7+ 2x+ 1 geeft/(x) =3x> + 8x + 2

g(x) =x>+ 11x + 28 geeft g'(x) = 2x + 11

Fx) = g(x) A f'(x) = g'(x)

A+ 2x+ 1=+ 1x+28 A3x? +8x+2=2x+11

P32 -9x-27=0A3*+6x—9=0

3+ 6x—9=0geeftx*>+2x—3=0
x+3)x—-1)=0
x=-3vx=l1

Substitutie van x = -3 in x* + 3x — 9x — 27 = 0 geeft

=27+ 27+ 27— 27 =0 klopt, dus de graficken raken elkaar.

Substitutic van x = 1 in x> + 3x? — 9x — 27 = 0 geeft

1+3-9-27=0klopt niet.
b g'-3)=-6+11=5

ki y=258k+b }
N _ it BB b—4
g(-3)=9-33+28=4 b=19

Dus de gemeenschappelijke raaklijn is &: y = 5x + 19,

D a f(x)=\/ﬂgeeftf'(x)=ﬁ.2=ﬁ

en g, (x) =x*+ 1 geeft g|(x) =2x
Voor raken moet gelden f(x) =g,(x) Af'(x) =g, "(x).

V2x=x2+ 1A \/15 =2x
2x=x+1A2x2x=1
2x\/2x = 1 kwadrateren geeft (2x)° = 1

2x=1

=1
Substitutie van x = § in \/2x =x? + 1 geeft

V1 =4+ 1 klopt niet

Dus de grafieken van f'en g, raken elkaar niet.

b flx)=g,(x) A f'(x)=g,x)
\/ﬂ—x2+p/\\/12_x—2x
x=

2
Substitutie van x =1 in /2x =x? + p geeft \[1=1+p
3
P=3

Dus de graficken raken elkaar voor p = 3.
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Bladzijde 111 i
@ a f(x)=x—In(x) geeftf'(x)=1 - -

g,(x) =px geeft g '(x) =p
Voor raken geldt f(x) = g,(x) Af'(x) =g, (x)

x—ln(x):px/\l—%:p

b Substitutic vanp =1 — % in x — In(x) = px geeft x — In(x) = (1 = %) X

x—Inx)=x-1
¢ x—In(x)=x—-1
-In(x)=-1
In(x)=1
X=¢

1
x=cgeeftp=1- o en het raakpunt (e, e — 1).

@ a /(x)=-x>+8x — 12 geeft f(x) = -2x + § en g,(x) =x7 + px geeft g, (x) =2x + p
fx) =g,x) Af(x)=g,(x)
X+ - 12=xr+pxA-2x+8=2x+p
x>+ 8x—12=x>tpxA-4x+8=p
X2+ 8x—12=x?+ (~4x + 8
X+ 8x—12=x—4x* +8x

2x2=12

=6

x=+6 vx=-./6
x=./6
p=}/_4x+8}p__4\/6+8
x=-6
p=;l/x_+8}p=4\ﬁ+8

b f(x)=x—e"geeftf'(x) =1 —e"en g (x) = x* + px geeft g '(x) = 2x +p
fx) =g,(x) A f'(x) = g,/(x)
x—ef=x"+pxal—e"'=2x+p
px=x—e'—xX’Ap=1l—-¢e—2x
ex b A
p=1 ¥ x/\px—l eF—dx

Voerinyl=l—%—xeny2=l—e‘—2x.

Intersect geeft x ~-0,883 en y = 2,351 en x = 0,739 en y = -2,572.
Dus p=2,351 v p=-2,572.

Alternatieve uitwerking

fx)=g,x) Af'(x) =g, (x)
x—e=x*t+pxal—-e=2u+p
x—ef=x>+pxal—¢c"—2x=p

p=1—¢"— 2x substitueren in x — ¢¥ = x? + px geeft
x—e=x*+(1-e-2)x
x—ef=x+x—xe"—2x°

xr=¢"—xef

Voeriny, =x*eny,=¢e" —xe".

Intersect geeft x =~ -0,883 en x = 0,739.

PRI VEEX S
PP YRR XL
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@ a f3(x)=2In(x) + 3x geeft f;'(x) = % +3eng,(x) =x>+ g geeft g, (x)=2x
f3(x) = g (x) A f3'(x) = g,/(x)
21n(x)+3x:x2+q/\%+3:2x
2In(x) + 3x —x*=q A 2 + 3x =247
2x*—3x—2=0
P-13x-1=0
x=2)(x+3)=0
x=2 vx=—%
vold. vold. niet
x=2 _
q—2ln(x)+3x—x2}q2+21n(2)
b 7,(x) = g(x) A f,/(x) = &(x)
21n(x)+px:x2+2/\%+p:2x

px:x2+2—21n(x)/\p:2x—%

21
22 o
X X X
2In(.
Voer in y, :_x+%— i) eny2:2x—£.
x ¥ %

Intersect geeft x =~ 1,711 en y = 2,252.
Dus p = 2,252,

Alternatieve uitwerking

0 = &) A £,(x) = g5'(x)
21n(x)+px:x2+2/\%+p:2x
2ln(x)+px=x2+2/\p=2.x—%

21n(x) + (Zx—%)'x—f 2

2 Imlaf - BnA—2 =2 2

21n(x) =4 — x?

Voer iny, =21In(x) eny, =4 — x%
Intersect geeft x = 1,7106....

x=1,7106...
5 \p=2252
p=2x-%

@ () =2x + pln(x) geeft f,'(x) =2+ % en g,(x) = px? geeft g, (x)=2px
LX) =g,(x) A £,/(x) = g,/(x)
2x+pln(x)=px2 A2+ §=2px
px2—pln(x) =2x A 2x + p =2px?
pxr—In(x)) =2x A 2px? —p=2x
P AP 1) =2

x* — In(x)
_ 2x . 2x
P P 221
Voer in y, - EE Iy = ———

en .

2—In(x) 72T 22—
Intersect geeftx=1eny=2.
Dusp=2.
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€D rc,= 2 geeftre, =1

1
gkt }—lv4+b—3
L -
door A(4, 3) St p=3

b=5
Dus k: y =-5x +5.

Bladzijde 112
D a f(x)= Jxgeeftf'(x)= \/_en g(x) =-3x2 + 10 geeft g'(x) = —x

Jx)=gx) A fi(x)-g'(x) =-1

1
\/E:—%szrlO/\—z\/i'fx:fl
g =1 geeft 2= =1
2\/_ x gee 2\/—
;x—l
Jx=2
x=4
Substitutie van x = 4 in \/x =-1x> + 10 geeft \J4=-1-42+ 10
2=-8+10
2=2

Dit klopt, dus de grafieken snijden elkaar loodrecht.

b fix)=+/2sin(x) geeft /'(x) = /2 cos(x)
2(x) =+/2 - cos(x) geeft g'(x) = -/2 - sin(x)
Voor loodrecht snijden geldt f{x) = g(x) A f'(x)-g'(x)=-1.
V2 sin(x) = \/2 - cos(x) A /2 cos(x) - —+/2 *sin(x) =-1
sin(x) = cos(x) A -2sin(x) " cos(x)=-1
cos (x — 17) = cos(x) A sin(2x) = 1
(x-in=x+k2nvx-ln=-x+k2m) A2x=1in+k 2

(geen opl. =Lin+k-2n) A2x=in+k-2n
Dit klopt, dus de grafieken snijden elkaar loodrecht.

@ 1,(x) =pyx geeft £,'(x) = \f en g(x) = —=8x"' geeftg'(x) =-8x* =

-8

x2

vold. niet

S =86 A 1, 0)g'() = -1 geeft p\F—w\ ]

_ 8 X x

e L

8 P

x4x 4

A=32

x={32=2%=2-2vx=-432

3 3 ,

x=2Mgeefip=——=S o2 _2Z _ok_j.4;

[§o)

N
=
p—

Het snijpunt is (2- 412,
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@ a f(x)=x—dxgeeft f'(x) =2x — 4
f'35)=10-4=6
rc,-6=-1dustc, =—¢

by =-Lx+ b}

5o
ADOPAS,5F | B D

b=>52

Dus k: v = —4x +52.

2;;21 geeft g'(x) =

F+2-@x~1)1 Ze+d4—-2+1 5
(x +2)? 2R G2

b g(x)=

gx)=-5x+pAgi(x)rc=-1
2x—1
X2 T

T

2x—1 N 5 _
x+2  (x+2)
(x+2)*=25
x+2=5vx+2=-5

x=3vx=-7
x=3

p=5x+

p=5x+—2x_1

p=15+§=16
5
x+2

x=-7
2x—1
:5 B ——
p=ox x+2

Dusp=16 v p=-32.

Bladzijde 113
@a f=c
flxy=e' "% -2x=-2xe! ¥
P =06l % — gl =T dy=—2l ~F $dylelF=a? — P! ¥
f(x) =0 geeft 4> —2=0

4x2=2
.x2=%
_ 1 __1
xX=3 vaf—i\/j
y
f
I I
I |
I I
I I
I I
I I
I I
1 1 X
-2 O 32

FEhE) =el =t = (Ben £(42) = &
Dus de buigpunten zijn (12, \/e) en (-2, Je).
b De lijn y = ax snijdt de grafiek van f'loodrecht als geldt

el Y =axAna--2xe ¥ =-1

el ™ 1
a= A a= -
x 2xe
[l
Voeriny, =——eny,=——.
x 2xe' ™

Intersect geeftx ~-1,16 met y = -0,61 enx =~ 1,16 met y = 0,61.
Dusa=-0,61 va=0,6l.
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D a /()= —xgeelif () =2~ leng,(v) = Ixi:}’x’] geeft g,'(x) =-px? = ;c_];
fx) =g, () Af"(x) =g, (x)
2_36:}%/\2%—1:2

X
12

C-=pA2d—-xt=-p
p=x—x2Ap=-2+x*
x}—x?=-2x% + &2

3 -2x2=0
X*3x—2)=0

r=0v 3x=2

x=0 v x=1%
vold. niet voldoet

Dus p=-2en4(% -2).
b flx)=g,(x) A f'(x)- g, (x)=-1
#ox=Ca@x-1F=-1

P—x2=pApRx—1)=x
(P =xH2x - 1)=x2
b0~ 1= 1

27 -3x+1=1
2x2-3x=0

15.3 Optimaliseringsproblemen

Bladzijde 115
@ a PO=y,=7(11)=5-2-11=2
O(OPQR)=OP-PQ=15-\2= 132
b PO=y,=fp)=~5-2p
A=0(OPQRY=0P-PQ=p-\[5-2p=p\/5-2p

¢ Voerin y; =x/5—2x.
De optie maximum geeftx = 1,67 eny = 2,15,
Dus de maximale waarde van A4 is ongeveer 2,15,

Bladzijde 117

@ a O0=xp=penPO=y,=f(p)=\3-p
A=0(AOPQ)=5-p-\3-p=1p\3-p
dv 1 1

= ._17_7
dp 2J3-p 2Jy3—-p
3 —p p  _23-p-p_ 6-3p

4 l 1
— =5 3_ +ape— = — = =
dp 2N PSR T Ty a3z, 4B3-p  4B3-p
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¢ ;ﬂ:Ogeeft6—3p:0
5 -3p=-6
p=2

|
|
1
0 2 3P

De maximale oppervlakte is$-2- 3 -2 =1,
d 00=x,=penPQ=y,=f(p)=3-p
In AOPQ is OP? = OQ* + PQ?
OP*=p*+ (3 -p)’
OP*=p*+3-p
OP2=p>—p+3

L=0P=p*—p+3
e L:\/pz—p+3geeft%

2p—1

1
S S T, - il
& F-p73 X VT Fpes
%=Ogeeft2p—l=0
dp 2p=1
p=3

O | i e

[
I
I
[
I
1

4

& P
2.. 7 ) 11 \/ﬁ 1
De minimale lengte van OP is m =\/2_z=\/;=7=5\m'

@ a 41=0(r0SP)=5-0S yp=%-4p\8-2p=2p\8 = 2p
d4 2p 28-2p)—2p 16—06p

1
Y s BT+ 2 =28 =25 = -
dp SN = P R-2 B-2 B-2

;ﬂ=0geeft16—6p=0
4 ~6p=-16
p=2;

0 2'% s P

De maximale oppervlakte i52-2§m—5%\/%—55@—5%'2\/\?_5%‘2;/6_33\/6
b OS=x;—x,=4-pen PO=y,=f(p)=py8-2p
A=0(00SP)=5-0S-PQ=%-(4=p)-p\8=2p=(2p —3p)\®=2p
¢ Y E T () 2= pE - 2
dp #7 2\B-2p V8-2p
_(2-p)8-2p) -3 16-4p-8p+202-(2p—3p)) 2Up*-14p+16

J8—2p J-2p & =2p J8—2p
_5p2-28p+32
2.8 —0p
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d%:Ogeeftsz—ZserBZ:O
dp D=(-28—4-5-32=144
_28-12_ 5 _28+12_
10 SYPT 0
vold. vold.

4

p

(0] 1 4

[5][A]

De maximale oppervlakte is (2- 12 —1(13)*)\/8 =2+ 12 = 4,21

J

@ a PQ:xP—xQ:p——p:2peny,3:3—%p2
A=0(00PQ)=%-PQ-yp=35-2p (3—3p%) =3p - 3p°

dA 1
b ——=3-1ip2
dp 2
%=Ogeeft3—1§p2=0
~15pF=-3
=2
p=\2vp=-\2
vold. vold. niet
A
|
I
|
|
I
|
l
I
0 Z B

Dus de maximale oppervlakte is 332 — 1(\2)’ =32 - 2 =242.

¢ OP2=x2+yi=p’+ (3-1p)=p2+9-3p2+1pi=1pt—2p2+9
Stel de lengte van OFP = L.

3-4
L=lp—2pp+9geetSia— L gy £ P
dp 2\lpt—2p2+9 2(hpt - 2p7 +9
%=Ogeeftp3—4p=0

P> =4)=0
p=0vpr=4
p=0vp=2vp=-2
vold, wvold. vold. nict

|
|
|
|
|
|
|
2

TP

De minimale lengte van OP is \/§-24—2-22+9 = /3.

(0]
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Bladzijde 118
@ a x,=peny,=/(p)=p\p

P(p, pVp)

o) = A4, 0)

PO=yp=p\penAQ=x,— Xo=4-p
In AAPQ is AP?=AQ? + PQ?

AP?= (4= pp+ (p\p)’

AP*=16—8p+p> + p’
P=\p’+p*—8 +16
b L=AP=\p*+p*—8p+ 16 geeft
dL 1 3P +2p—8
=i (3P +2p—-8)= :
T T A A MW = == P T

%=Ogeeft3p2+2p—8=0

dp D=22—4:3--8=100
-2-10 -2+10
p= p =-2vp= =1§
vold. niet vold.
L
|
|
|
!
o 13 &

Het punt op de grafiek van f het dichtst bij 4 is

(18,83 - (4, 148) - (814 - (184-23) - (83990

O SwclAP=x.

20
AP +PD'=20
AP =x x+PD=20,dus PD=20—-x
PD'=PD

In AADP is AP? + AD?>= PD?
x*+AD* = (20 —x)
x2+ AD? =400 — 40x + x2

AD? = 400 — 40x
AD = (400 — 40
A=0O(AADP)=3-AD- AP =%+ /400 — 40x - x = 3x,/400 — 40x
da i 5(400 — 40x) 10x 200 — 20x — 10x
TN ek RO S, - -
4 VA0 A0k o=, 0 JA00—40x J400—40xr /400 — 40x
_ 200 -30x
J400 — 40x
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& 0 geett 200 —30x =0

d -30x =-200
x= 6%
A
!
I
|
!
I
|
!
I
|
!
I
|
!
I
|
i
o 62 =

Dus O(AADP) is maximaal voor x = 65 en is 5 63 * Y400 — 40 - 63 = 38,49 cm?,

D a p=-3geeRL=y,—y;=f(-3)—g(-3)=2--3+15-%--3=4}
b L=y, ~y;=fp)—gp)=1=y,~ys=f(p)—gp)=2p+15-1p
¢ Voeriny, =\2x+15-3x.

De optie maximum geeft x =-5.5.
Dus voor p =-5,51s de lengte van 4B maximaal.

Bladzijde 120

@a i

o i

/2 0

L=flp)—g(p)=~op+ 12— (p+2)=vbp+ 12~ p—12

I T -, .
dp 2\6p+12 Jop + 12
dL 3
=0 geeft ————1=0
N epri2
3
— =1
Vép + 12
Jop+12=3
6p+12=9
op=-
eyl
L
|
f—r\
:
-2 10 & v

De maximale waarde van Lis 6 -5 +12—-3 -2 =11,
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L=A4B={(p) - g(p) = 1sin(2p) — (cos(p) — 1) = Lsin(2p) — cos(p) + 14
—=1-2cos(2p) + sin(p) = cos(2p) + sin(p)

= () geeft cos(2p) +sin(p) =0
1 —2sin’(p) +sin(p) =0
=2sin®(p) +sin(p)+1=0
(-sin(p) + )(2sin(p) + 1) =0
sin(p)=1 v sin(p) =-1

p=gntklnvp=-(n+tk2nvp=lgn+k2n

£E &8

pop[0,2n]geefip=invp=Lnvp=1in

De maximale lengte van AB is

Lsin(2- 1ix) — cos(1¢n) + 13 = sin(2im) —cos(1im) + 13 =113+ 13+ 11=33+ 1L

© y .

|
! f
|
/
I
: X
l
X=—2%
L=CD=f(p)~g(p)=1n(2p+5)~ip
a_ L, -2
dp 2p+5 % 2pt5 ?
dL 2 |
85 _ 0 geeft -i=
i 0 gee wi5 2
2 _1
2p+5 4
W+5=4
2p=-
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T~

| T =
I

De maximale lengte van CD is In(2 -1+ 5) = 1. -1 =1In(4) + 1.

@ a f{x)=>5xe*geeftf"(x)=5e"+5x-e"=(5x+5)e"

94

F(x)y=0geeft 5x +5=0
Sx=-5

x=-1

min. is f(-1)=5--1-¢"! =§

Dus Bf: |:*%, _>>.

b g(x) =5x%e" geeft g'(x) = 10x - e* + 5x% - & = (5x* + 10x) &
g'(x) =0 geeft 5x* + 10x =0
Sx(x+2)=0
x=0vx=-2

Y

>

=2 o

max. is g(-2)=5+(-2)-e?= 1—8 en min. is g(0)=5-02-e"=0.
¢ y
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L=A4B=g(p)~f(p)=5pe’ — Spe? = (5p* — 5p)e’

G = 10— )67 + (592 = 5p)e” = (57 + 5p = S)e?

da. 0 geeft (5p° + 5p—5)e” =0
dp

p=-t+{Svp=-4-15
vold. niet vold.

L

Dus 4B is maximaal voor p = -5 — 1./5.

d L=CD=f(q)~g(q)=5qe — 5q°e*
Voer in y, = 5xe* — 5x%e”,
De optie maximum geeft x ~ 0,618 en v = 2,190.
De maximale lengte van CD is ongeveer 2,190.

Bladzijde 121
@ a Dc kettingboog door (0, 10) geeft Ja(e® + % + b5 =10
jal+1)+b=10
a+b=10
b=10—-a

De kettingboog door (10, 0) geeft La(c* +¢ ) +b5=0
b= —%a(tﬁ & e'%)

Voer in y, =10 —x en y, =—Lx(e¥ +e~),
Intersect geeft x =-6,1875...eny = 16,1875...
Dus a =-6,188 en b = 16,188,

b 1})=mx2+n} .
: m-0*+n=10
door (0, 10) p=10

2 i"gfg +0)10} m 10>+ 10=0
T 1oom =-10
m=-0,1
Dus y,=-0,1x* + 10.
Het verschil tussen v, eny, is

P
X

-3,0937.... (e"~‘875--- + e"’"”*---) +16,1875... = (-0,1x* + 10) ‘

=yl =

-3,0937...- (e'f’"m-- + e"ﬁ"m-) +16,1875... — (-0,1x2 + 10) ‘

De optie maximum geeft x =7,1448... en y = 0,5005...
Dus het maximale verschil tussen y,eny, is 50 cm.

Voer in y; =
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@ a In AFPE is sin(a) = i—P, dus EP = 4sin(a).
AE =2FEP = 8sin(a)

E 6 D
4 4
Iz 2 ] u c
P
4 f
A 5 B

b In AFPE is cos(a) = Z—P, dus FP =4cos(a).

O(AAEF)=3FP- AE =1 -4cos(a) - 8sin(a) = 16sin(a)cos(a)
¢ O(ABDE)= AB-AE =6 8sin(a) = 48sin(a)
d O(ABCDEF) =2 O(AEF) + O(ABDE) = 32sin(a)cos(a) + 48sin(a) = 16sin(2a) + 48 sin(a)

Bladzijde 123

Da

FP=4cos(a) EP =4sin{(a)
AE =2AP = 8sin(a)

A= 0O(ABCDEF)=2-O(4AEF) + O(ABDE)
=2-1+AE-FP + AB- AE = 8sin(a) - 4cos(a) + 5 - 8sin(a) = 32sin(a)cos(a) + 40sin(a)
b A =16-2sin(a)cos(a) +40sin{a) = 16sin(2a) + 40sin{a)

;ﬂ = 16-2cos(2a) + 40cos(a) = 32 cos(2a) + 40cos(a)
o

£ _ 0 geeft 32 cos(2a) + 40cos(a) =0

do 32(2cos¥(a) — 1) + 40cos(a) = 0
64 cos(a) — 32 + 40cos(a) =0
8cosi(a) + 5cos(a) —4 =0
Stel cos(a) = u.

8it+5u—4=0
D=52—4-83--4=153
-5-./153 -5+ /153
U= vV u=
16 16
-5—4/153 -5+4/153
cos(a) = —— v cos(a) = ———
16 16
geen opl. a=1,092..+k2nva=-1,092...+k-2xn
aop [0, 37 geeft o = 1,092...
A
|
|
|
|
|
I
:
0 1,092... ’

180°

De oppervlakte is maximaal bij een hoek van 1,092... = 63°.
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D a cos(o)=

sin(a) =

AP
AB
BF

AB

AP
=7 dus AP = cos(a).

?, dus BP = sin(«a).

AAPB is gelijkvormig met en even groot als ACOA4, dus O4 = sin(a) en OC = cos(a).
V= 0P OC = (sin(a) + cos(a)) - cos(ar) = sin(a) cos(a) + cos*(@) = Lsin(2a) + cos(a)

b ¥ =1sin(2a) + cos¥(a) geeft % =1-2cos(2a) + 2 cos(a)  -sin(a) = cos(2a) — sin(2a)

3— = 0 geeft cos(2a) — sin(2a) =0

sin(2a) = cos(2a)
sin(2a)
cos(2a)

tan(2a) =1
2a=im+km

=1 ol
a=gn+k 5w

o

0]

1
ST

Dus de oppervlakte van rechthock OPQC is maximaal voor a = { 7.

Bladzijde 124

D a cos( )—Q—Q dus AP = cos(a).

sin{a) = @ = T, dus BP =sin(a).

AB

CO _C4

ACOA o NAPB, dus —

AP 4B
co 3

cos (a) 1
CO=3-cos(a)

04 4
k geldt — = ——
Ok geldt o =2

04 _\B

sin(a) 1

= /3 sin(a)

V=0P-0C = (/3 -sin(a) + cos(a)) - \/3 - cos(a) = 3sin(a)cos(a) + /3 - cos(a)
= 1Lsin(2a) + \/3 - cosX(@)

b V= 1isin(2a) + /3 cosX(a) geeft

dv
da

= 13+2c0s(2a) + 2\/3 - cos(a) - -sin(a) = 3cos(2a) — /3 - sin(2a)

‘3— =0 geeft 3cos(2a) — /3 - sin(2a) = 0

@ Noordhoff Uitgevers by

V3 - sin(2a) = 3cos(2a)

sin(2a) 3
cos(2a) 3
tan(2a) = \3

2a=in+k-m
=1 +L
a=gn+k5m
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1
b1 2T

ai=|

o}

Dus de oppervlakte van rechthoek OPQC is maximaal voor a = ..

O(~/3  sin(a) + cos(a), /3 * cos(c))
0—+/3- cos(a) - -\/3 - cos(a)
4— (|3 sin(c) + cos(a)) 4- \/3 - sin(a) — cos(a)

Stel RO: v=ax+bmeta=

-3 cos(a)

s : X+ -\/3 - cos(a)
4 — /3 sin(a) — cos(a) : ‘A b=l
door R(4, 0) Ao B Sm\(/‘i) ~ cos(a)
_ 4./3 ' cos(a)
4 — /3 -sin(a) — cos(@)

o -3 cos(a) . 43 - cos(a)
DU ROV =35 -sin(a) —cos(@) 4 - B -sin(@) - cos(@)’
—_— 4.3 - cos(a)

4 - /3 sin(a) — cos(a)’
43 - cos(a)

os= - geeft
4 — /3 sin(a) — cos(a)
dos (4 /3" sin(a) — cos(a)) - ~4+/3 - sin(a) — 4/3 - cos(a) - (/3 - cos(a) + sin(a))
da (4 — /3 sin(a) — cos(a))?
Voer in v, = (4 — /3 - sin(x) — cos(x)) -=4,/3 - sin(x) — 4+/3 - cos(x) - (,\/g - cos(x) + sin(.x)).

(4— /3 -sin(x) — cos(x))’
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 0,4478...

Dus o =0,4478...- 110 ~26°.

Teken CE loodrecht op AD.
C

o= CE _DE
sin{x) = o cos(x) D
sin(x) = % cos(x) = %
CE = sin(x) DE = cos(x)

AE = CF = CE = sin(x)

A=O(ABCD)=2O(ACDE) + O(AFCE)=2-%-DE-CE+ AE- CE
= cos(x) * sin(x) + sin(x) - sin(x) = sin*(x) + sin(x)cos (x)
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b

&%

= ¢os{x) (cos(x) + sin(x)) + sin{x) (-sin(x) + cos(x))
= cos’(x) + sin(x)cos(x) — sin?(x) + sin(x)cos(x)

= cos’(x) — sin?(x) + 2sin(x)cos(x)

= cos(2x) + sin(2x)

gl 0 geeft cos(2x) + sin(2x) =0
L sin(2x) =-cos(2x)
cos(2x — L) = cos(2x + m)
2-lm=2x+m+k-2nv 2 —ln=-Qx+m)+k-2n
geen opl. 2xx—sn=-2x—n+k2n
4x=-3m+k-2n
x= *é'I[ +k %;r[

xop [0, 37] geeft x = 3m.

A

I} X

3
i
De oppervlakte is maximaal voor x = 3.

15.4 Integralen bij oppervlakte en inhoud

Bladzijde 126
@ a f(0=2 te

5 :Z(Zx—1)+ 5 :4x—2+5:4x+3
2x— 1 2x—1 2x— 1 2x—1 2x—1

4x +3 5 3
b flx—l =f(2+2x_1)dx=[zx+5-;1n2x—1]]=6+2;1n(5)—(2+z;1n(1))

=6 +2;;1n(5) —2=4+21n(5)

Bladzijde 127

+ 2+ 1)—2+1
@af()—z‘x 1 2 ) ~Fo_t geeft F(x)=2x—In|x+ 1| +¢
x+1 1
X x+l—1 |
= - =x- +1]+
b fix)= el 3] =1 x+1gceftF(x) S (b N
. _x+1_§(2x+1)—%+1_l 3 N 1 Lt
¢ j(x)—zx_H— St 1 —2+2x+1—2+4x+2geeftF(x)—zx+4ln\4x+2\+c
- F=L)+1+2
df(x):2 X el = 1+igeeftF(x):—x+3ln\x+1|+c
x+1 x+1
3—4y -22x+1D+2+3
X) = = =-2+ ft
€ = 20+ 1 2+ 1 5%¢

F(x)=-2x+5-1m|2x+ 1| +c=-2x+2im|2x+ 1| +¢

6x—1 -3(1-2x)+3-1

= = =-3 4
¥ 80=1 5 1-2x P
F(x)=-3x+2+-1In|]1 -2x|+e=-3x—In|l - 2x| +¢

geeft
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+8 4dx—4
+l x+1
x+8=dx—4 Ax#£-1
Bx=-12Aax#-1

x=4Arx#-1
x=4
gx)=0geeft4x—4=0
x=1
_x+8 x+1-1+8 7
S = x+1 x+1 1-’-Jc-’-l
obimd_darDo4-4 8
£ x+1 x+1 x+1
1 4 1 7 4 7 8
O(V)—J(:f(x)dx-o-‘[(f(x)—g(x))dx—Lof(l+m)dx+[(l+x+l—4+x+1)dx
' 7 1 15
4
={(1+x+l)dx+[( 3+T)ax—[x+71nx+1} +[-3x-+ 15Inlx+ 1]
=1+ 7In(2) — (0 + 7In(1)) +-12 + 151n(5) — (-3 + 15In(2))
= 1+7In(2)— 12+ 151n(5) + 3 — 151n(2) = 151n(5) — 81n(2) — 8
@fa(x)=ax+4=%a(lx_3)+1%a+4—la+1%a+4

3 2% —3 i 2x -3
13a +4
o) = f( i )dx [Lax +(1§a+4)-§1n\2x—3|];1

—2a+(1 a+4) n(5) - (a + (13a +4)-5In(1)) =2a + (15a +4) - $In(5) —a - 0
—a+3aln(5)+21n(5)
O(V) =10 geeft a +3aln(5) + 2In(5) = 10
a(1+3In(5)) = 10— 2In(5)
_10-2In(5)
1 +2In(5)

= 3,07

P

P P P
@ a O(V+ W)=f\/)_cdx=fxfdx=Ex'ﬂ0=[§x\/ﬂ0=§p\/§—0=§p\/ﬁ

0 0
b O0F) =1-p-f(p)=ip\p
¢ O(V)=0(+ W)= 0W)=2p\p—pJp="tp\p
d Oy : O(W)=LpJp:ipyp=tit=1:3

Bladzijde 128

@ o) =00r)
1 +2In(p) = p*— (1 + 21n( p))
1+2ln(p)=p>—1-2In(p)
2 +4In(p) =p*
Voer in v, =2 + 4In(x) en y, = x7,
Intersect geett x=0,681...enx=2314..,
Dus p=231.

3

3
@O(V+W)=ff(x)dx=f(9—x2)dx lox— L] =27 -9 (-27+9)=36
-3 =3

\F (1 \J (‘.'

oW) = fg(x)dx—f(a x)dx = [ —lx3] -=a a——a\r—( a a+%a\/§)=1;—a\/§

-Ja -Ja
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O(V) = O(W) geeft O(W) =0V + W)
lé—a\/_ = ;— 36

aJa=13

1 |—

Bladzijde 129
D a f3(x)—7x3+x2+33xgeeft S =-F+2r+33
f3 '(0) = 3%, dus k: v = 34x.
k snijden met de grafick van 1 geeft 1+ ¥+ 3 =3

—§x3 +x2=0

-2x%(x—3)=0
x=0vx=3
Het snijpunt is (3, 10).
f31(x) = 0 geeft I 2+ 3=0
Ly - 3x—-10)=0

~x(x +2)(x—5)=0
x=0vx=-2vx=5

3 5
o) = [3hxdx+ [ (42 +2+3hx)dr=[32]) + [yt + 4 +532]

0 3
=150+ 24+ B (T4 9+ 15)= 15 -F+2+F 2429
b f(x)=-3x+x*+ax geeft £'(x) =-x*+2x+a
£,10) = a, dus k: v = ax
k snijden met de grafieck van f, geeft —3* +x2 + ax = ax
-3 +x2=0
-2(x—-3)=0
x=0vx=3
3 3
O(V):f(—§x3+x2+ax—ax f (-3 + x2) dx en dit is onafhankelijk van a.
0

@ L) =i2(x—a)P= —Jc2(.1c2 2ax + a?) = gt — Lan® + fa?® geeft f'(x) =x3 — 13ax® + Ja’x
£'(x) =0 geeft x* — llax? + 1a%c=0
x(x2— I%ax +1a?) =0

x(x—Lla)(x—a)=0

x=0 v.x=§a vX=a
fa(%a) = %az(éa a)?= &a*, dus T( ,6l4a4).
O(rechthoek OABC) = a - Fa* = ;a°
ow)= f x4 - §ax3 + -azxz)dx [20x5 - gax" + l2a2x3]

0
De gevraagde verhouding is t3za°: a° =64 : 120 =8 : 15.

5_1.5 5_0=_L 5
5 a a+12a 0=1pa

@ filx)=0geeftx=a
£(6) =2x geeft \Ja—x=2/x

kwadrateren geeft

a—x=4dx
-5x=-a
.x=éa
vold.
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fix)=5x geeft Ja—x=1x

kwadrateren geett

vold.

o + W)—fz\/iderf\fa xdx—fzx dx+f(a xidx=[2 -x"} [—g(a—x)‘ﬂ;
b o [T, =dekaa -0+ 0 oda iz

4 16, L _4_ [
=154 5“"'15“ a=j3a sa

ow)= fl xdx+f\fa xdx= fzxdx+f(a xpdx = [% %x1§]0+[§(a o

S

=[§x\/)_c]0 [ (a xXha— XE 5 Sa\/—_a-i-O 2-iavia
=%a éaJrga éa=§a éa

O(W)=310(V+ W), dus O(V) = O(W).

a
]ia
5

]
® a I(L)=:rcf dx nfrdx n %ﬂ.’pz
0

0

b v—\/_geeftx = x ofwel x = ?

i

P VP

(M) :nfx2 dy= nfv4d1 :ﬂ[évﬂ;p:;—ﬂ'pz\/ﬁ
0 0
¢ I(L)=I(M) geeft inp® = tnp*\p
1=\
=
p=06;

Bladzijde 131
@ a ()= 131(L) geeft (21 - i—i)n =2~ 15%

21
2 -2 = 224
20,
?_7ﬁ
at=-20

Dit is dus niet mogelijk.

b (M) =131(L) geeft (21 _21)“::_3. 1537

21—2—1=20%
a’

2Ly

a2_40

a?=40

Dit is dus wel mogelijk.
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ool

b

0) = g,(x) geeft = ayx
1 1

xXi=a

x=a

Q‘Fal v M2
O(V)=f(a x—xz)dx=f(ax%—xz)dx=[§ax'%—%x3]; =%a2—§a2=§a2
0 0

O(V) = 10 geeft la®> = 10

a’=30
a=\30va=-30
vold. vold. niet

Dus a = /30.

3z

va 35
a L 1LY -
KL)= th(azx —xYdx= n[%azxz — _lfxﬂ; =n(la? a'7 - 1a%) = Ena®
0

KL) = 30m geeft Sna’s = 301

a*i =100
a=100"

a ="'/1000000

Bladzijde 132

QD

Is de top van p, het punt 7(z, %), dan is het andere snijpunt van p, met de x-as (2¢, 0).
Dus p,: v =a(x — 0)(x — 21) = ax(x — 21).

v=ax(x— 2t)}

door (1, %) GilE=C0=¢*

gl =7
a=-1
Dus p,: v = —x{(x — 21) ofwel p,: y =-x* + 2¢x.

t t
o= [ +20x—dx= [(22+2m)dx =30 + 2] =3 + 3 =1
0 0

O(V)=10 geeft 5 =10
£ =30

t=330
t t t
() =7 [(( + 2000 — @P)dx = [ (¢~ 4 + 42 —xh)dv = [ (408 + 427 dx
0 0 0

t
- TE[*tx‘l 4 grzxﬂo =q(-1*+3F - 0) =ins

I(L) = 100m geeft 1’ = 100m
=300

=300

F(x) =xIn?(x) — 2xIn{x) + 2x geeft

F(x) =1 1n2(x) +x- 2In(x) - % - (zm(x) 4 m-i) +2 = In2(x) + 2In(x) — 2In(x) — 2 + 2 = In’(x)

Dus F is een primitieve van f(x) = In*(x).
e*=a geeft x = In(a), dus k: x = In(a).
In(a) In(a)
o) = f erdx=[er] =en@-eP=a-1
0
OW)=a In{a)—O(V)=aln(a) —(a— 1)y=aln(a) —a + |

O(V)=O(W) geefta— 1 =aln(a)—a + 1
2a—2=aln(a)

Voer in y, =2x — 2 en y, =xIn(x).

Intersect geeftx=1enx =492,

Dus a = 4,92,
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In(a) In(a@)
¢ L)=n f (e")Pdx=m f e>dx=x[le¥]
0 0
IM)=n-a* In(a) - I(L) = na*In(a) — (%naz = %Tt) =ra’ln(a) — %rraz + l:n

(L) = I(M) geeft ina? — in = na’ln(a) — ina® +in
na’ —n=na’ln(a)
a*—1=a’In(a)

Voer in v, =x? — 1 en y, = x*In(x).

Intersect geeft x =1 enx = 2,22,

In(a)
"=l

Dus a = 2,22.
d y=c¥geeftx=1In(y)

IN)=n f 2dy=n f In2(7)dy = [y 1n?(y) - 2vIn(y) + 2v]
1 1
=n(aln’(a) — 2aln(a) + 2a — (In%(1) — 2In(1) + 2)) = n(aln*(a) — 2aln(a) + 2a — 2)
KL)=6-I(N) geeft ina® — in = 6m(aln®(a) — 2aln(a) + 2a — 2)
a* - 1 =12(aln’(a) — 2aln(a) + 2a — 2)
Voer in y; =x> — 1 en y, = 12(xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x — 2).
Intersect geeft x =~ 0,51, x=1enx =228,
Dus a = 2,28.

Diagnostische toets

Bladzijde 134
© /)=x'"—x -9 5x
fixX)=4x3-3x>—18x—5
S =12x>—6x—18
f'(1)=-22 <0, dus de grafick van f'is dalend.
S"(1)=-12 <0, dus de grafick van f'is toenemend dalend.,

e a f(x)=(x+a)egeeftf'(x)=1c"+(x+a)e*=(x+a+1)c*
S(0)=0geeft (a+ 1)e’=0,dusa=-1.
b f'(x)=x+a+1)e*geeftf,"(x)=1e*+(x+a+ e*=(x+ta+2)e*
1'(5Y<O0Af,"(5)=0geeft (a+6)e’<0Aa(atT)e’=0
at6<0Aana+7=0
a<-6ra=-7

a=-7
px2+2x+p
9 fp(x)zﬁgceft
iy = DR )~ P+ 2xtp) 2 p 424 dpx 42— 2’ — 4~
x)= -
! @@+ 1y 2+ 1)
“DaF 2
_(x2+1)2
f,'(x) =0 geeft -2x*+2=0
x*=1

x=1vx=-1

2p+2 2-2
DusA(l,pT)enB(l, pz )0fwelA(1,p+1)an(l,p—l).

OA=\5-0OBgeeft I+ (p T+ 12=5-VIZ+(p— 1)

VPP +2p+2=5-\P"-2p+2
kwadrateren geeft
P+2p+2=5p*-2p+2)
pPP+2p+2=5p"-10p+ 10
47— 12p+8=0
pPP=3p+2=0
P-1)p-2)=0
p=lvp=2
p=1geeft 04 =/5en OB =1, dus voldoet.
p =2 geeft 04 = /10 en OB = /2, dus voldoet.
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O /= =x geelt /() =7 =

g(x)=1+In(x) geeft g'(x) = %
k is de raaklijn van de grafiek van fin 4.

re,=f"(1)=-1
[ is de raaklijn van de grafiek van g in 4.
re,=g'(1)=1

tan(a) =rc, =-1 geeft a =-45°
tan(f) =g'(1)=1, dus f=45°.
De hoek tussen de graficken is @ — f=45° —-45°=90°,

© a f(x)=x—3xgeeftf'(x) =322
g,(x) =px + 16 geeft g (x) =p
Raken, dus f(x) =g,(x) A f'(x) = g, (x)
—3x=px+16 A3x*-3=p
p = 3x? — 3 substitueren in x* — 3x = px + 16 geeft x> —3x =x(3x* —3) + 16
X =3x=3"-3x+16

-2x3=16
X=-8
x=-2
x=-2geeftp=12-3=9
1 x
= x2+ ft f'(x) = 2% =
B SRS S RS W) = s P T s

dy
)4-‘=*1%x+6geeftd—x=flé
Sy =-13x+ 6 Af(x)--15=-
X
\/xz—+5=*l%x+6/\7,m‘*l%=*l

X 2

Z —_1l SR |
Jxit+ 5 12x+6/\\/m 5
= Tlr6 & JEFE= L

Hieruit volgt -15x + 6 = 1 3x
-3x=-6
x=2
Dus de grafiek van f'en de lijn snijden elkaar loodrecht.

O 2 P(p. 8- 2p) geeft L=\p*+ (8= 2p)* = \p*—2p + 8
b L=+p*—2p+8=xllp— 1)Y= L +8B =xjip—1¢+7
(p — 1)* +7 is minimaal 7, dus Z is minimaal /7.

¢ y
f\
. p
0 Q 4 *
g(OQPR) pfp)= P\f8 2p
A_
—1\f82 pz_gz V8 —2p —82
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dA4

—= ft /8 —2p

5 0 geeft 8 — \/—
V8 —2p= P

8§—2p
8—2p=p
-3p=-8
p=23

=22 geeft 4=22\[8 - 51=22,22=8F=8.2 /=18 /6=1]\/6

p Bladzijde 135
(7] y

L=AB=g(x)—f(x)=In 2 —1n(Lx)=1n 2 -3)=1n 4 =In(4G3x—x»)"
3—x 3—x x I —x°

s 3x—% 505 _ 2x%-3

- 4 4(3x — x%)2- (3 —2%) =

%—Ogeeftbc 3=0,dusx=13.

) -

I
4
Dus de minimale lengte van AB is In(12).

3x x2

x=15geeft L= ln(

o a AB=xgeeft BC=6—x
De stelling van Pythagoras geeft AC? + x2 = (6 —x)?
ACF 42 = 3H—=10x+x>
AC*=36—-12x
=36 —12x
O(AABC)=1x \/36—71

A=0O(AAB 9 — f——l 9 — p—————
b (AABC)=x-+/ 3xgeet V9 —-3x+x 2\W =9 —-3x— \m
dA
= = ft /9 — _7:
0 geeft /9 — 3x —9 T 0

V9 —3x 2\/@
2(9 —3x)=3x

18 — 6x=3x
-Ox=-18

x=2

Dus O(A4BC) =29 — 6 =23,

o a sin(a) = A?S geeft AS = 5sin(a)

cos(a) = B?S geeft BS =5cos(a)

De stelling van Pythagoras in AASD geeft DS? = 6> — (5sin(a))?
DS? =36 — 25sin%(a)

= /36 — 25sin%(a)
BD = BS+ DS = 5cos(a) + /36 — 25sin*(«)
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b De oppervlakte van ABCD is 2 - O(AABD) =2 -1+ (5 cos(a) + /36 — 25sinX(a)) - 5sin(a)

Voer in y, = (5cos(x) + /36 — 25sin’(x)) - 5 sin(x).
De optie maximum geeft x = 50,194...°.
Dus de waarde van a waarvoor de oppervlakte van ABCD maximaal is, is 50°,

Alternatieve uitwerking

De oppervlakie van vierhoek ABCD is maximaal als de oppervlakte van A4ABD maximaal is.
Dat is het geval als de hoogte die bij de basis AB hoort maximaal is. En dat is het geval als
£4=90°.

Dit geett tan(a) = % =£ en hieruit volgt & = 50°.

_S=x_ =xt+3H+I+35 8 o
f(x)_x+3_ 13 = 1+x+3geeftF(x)— x+8In|x+3|+¢
3x 13(2x +3) — 41 i 41
= = =15- ft
g0 =213 2% +3 27 ox+3 5%

69 = the—-44in |2+ 3] - = 1he24in 20+ 3]

}: = 4 ln(x) geeft ln(x) = ﬁl’
X= e“i}’

P
0= [ dy=[4e¥], = der -4
]

O(V) = O(W) ofwel O(V) =1 p? geeft 4o —4 = p?

L
Voer in y, =4e*" — 4 eny, = 1x2.

Intersect geeft x = 2,9634..., dus p = 2,96.

Alternatieve uitwerking
flix)=0geceftx=1
J(x)=p geeft 4In(x) = p

In(x) = 4p

1
x= eEP
-
g &t
1
1

O)=1:p+ [(p—4ln(x))dx=p+|px—4xln(x) + 4x]

=p+pe? —4c?In(e?) +4c” — (p—0+4) =p+pe’ —4e Ip+de —p—4

—4e” — 4
O(V) = O(W) ofwel O(V) =1p? geeft 4eir — 4 =1p?

5 L
Voer in v, =4¢+ —4 en y, = 3x°.

Intersect geeft x =2,9634..., dus p = 2,96,
v =41In(x) geeft In(x) =1y

P P
L iap L
KL)= :rtfx2 dy= nfezydy =7 [262"‘]0 =n(2e?-2)
0 0
I(L) = I(M) ofwel I(L)="1- I(cilinder) geeft (2 —2) =inp2-p
Ze?'P -3 = %}33
Voer in y, =2¢* — 2 en y, = Lx*,
Intersect geeft x=-1,223.., x=0enx=1,801..., dus p = 1.80.
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16 Examentraining

16.1 Algemene vaardigheden

Bladzijde 147
x—b x—b 1
- - - tx#b
@ /-5 GABG—b) x+b
lim L =L
xobx+b 2b

1
D foratic is | b, — |.
us de perforatic m( ’Zb)

(b 21.5)0p delijn y=4x+ 1 geeft4b + 1 1

2b
82 +2b=1
8°—2b—1=0
26+ 1)4b—-1)=0
b=-3vb=;

Bladzijde 148
@ Stel x de lengte van de zijde van vierkant 4.

Dan is de zijde van vierkant B gelijk aan 30 — x en de lengte van de zijde van vierkant C gelijk aan

20— (30— x)=x—10.
De oppervlakte van vierkant D is

3020 —x* — (30 — x)> — (x — 10)> = 600 — x> — 900 + 60x — x* — x> + 20x — 100 = -3x? + 80x — 400

Deze oppervlakte is maximaal voor x = _Zb_a = —% =13 §

Dus de gevraagde lengte is 131.

© 2 SelPO=x.

Danis AP+ BO=2— xenditgeeftAP—l—,tenAQ—l—fx+x:1+%x.

De stelling van Pythagoras in AAQR geeft AQ* + QRZ =AR?
(1+ —x +x2=22
1 + xtialdad=d
2x2 +x — 3 0

D=12-4-3--3=16
x:715+4:§vx:715_4172
7 2

vold. vold. niet

Dus PQ =3
b Teken MT loodrecht op AB met T op AB.
AT=1,AM = 2—renMT—6+r
De qtelhng van Pythagoras in AATM geeft AT? + TM? = AM?
P2+ ($+r) =@ -1

1+8+2r+2=4—4r+p

32._30
sP=2s

39
= 160

Bladzijde 149
@ = Stel de straal van de cirkel is x,
Danis BP=BQ=x,AP=AR=4—xen CQ=CR=3 —x,
De stelling van Pythagoras in AABC geeft AC? = AB> + BC?
ACt=42+32
AC* =25
AC=35
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AC=5geeft AR+ CR=5
4 — 5 —~E=5
Y=
x=1
Dus de straal van de ingeschreven cirkel van A4BC is 1.

b LUAN= ZPAM
LAUN= ZAPM (= 900)}AAUN w AAPM
AU UN

Uit AAUN »» AAPM volgt 1P PM
AU r
4-1 1
AU =3r
¢ NT=UP=AP—-AU=3—3r
De stelling van Pythagoras in ANTM geeft NT? + MT? = MN?
B=3r?+(Q—rP=(+1)7?
9—18r+97 +1-2r+2=r+2r+1

0r2—22p+9=0
D=(-22>-4-9-9=160
22 +./160 22 — /160
r=———=192 v y=————=0,52
18 18
vold. niet vold.

Dus = 0,52.

Bladzijde 150
e a De stelling van Pythagoras in de getekende drichoek geeft
(5= hp + (3d)° = 5°
(5—hP+id=25

(5-hP =251
100 — d?
5—hpP=
(5-hy 7
5_p=. (l00=a o . [100-d
4 4
f — g2 i — Aq2
h:S——mg : vh:5+—102 d
_10-100-&* JIOO & h:10+,/100—d2
2
vold. vold, niet
10 — /100 — &2
29400
b 340=0,102-5
0,102 29400
10mh =———————=8,82
On 510 8,8
h=0,280...
h= 0280

\f100 d? }10—/100—d>=2-0,208..
100 — d?=9,438...

100 — d* = 89,085...
d*=10,914...
d=330...

Dus d = 3,3 mm.
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10x+4 _&x- D2y -4

0 /w-= .
—a 2x—a
Er is dus een perforatie alsa=1ofalsa=4.
il 4) — 1 metx # 2.
Jalx)y= el x— 1 metx

De perforatie is (2, 3).

Bladzijde 151

MD  AM
t AAMD AOB volgt ——
© 2 Uitr » A volgt -2 ="7
lza—l—r
1 a

ar=a—-1-r

ar+r=a—1
b rla+tl)=a-1
a—1
—
a+1
b OCAB is een vierkant, dus 4B = OB =1len 04 = 2.

, v2—1_Z-1 42-1_2- 2J2+
Dus a = /2. Dit geeft rr = 2
us @ = 2. Dit geeft \/§+1 2+ ﬁ—l v =3-2\2

Dusp=3eng=-2.

16.2 Differentiaal- en integraalrekening

Bladzijde 156
553
@ a De optie voor de integraal op de GR geefi n f(4,5 +28,0- ¢ 0422 gy =7994.1...
0,0
Dus het volume is ongeveer 7994 cm.
b Stel y=a(x — b)* +c.

a(155,0 — 87,52+ 32,5=23,0
4556,25a =-9,5
a=-0,00208...

De top is C, dus v = a(x — 87,5)> + 32,5 }
door D(155,0; 23,0)

Dus y=-0,002(x — 87,5)* + 32,5.
¢ 50 mL = 50000 mm?

P P
r f (e(x)Pdx =1 f (-2 + 175x — 6600) dx = [-h® + 87,5 — 6600x]2; 5
55,3 55,3

=-Lp? + 87,50 — 6600p — (-1 +55,3% + 87,5+ 55,32 — 6600 - 55,3)
Tnhoud = 50 mL geeft -1p* + 87,50 — 6600p — (-+-55,3% + 87,5 - 55,37 — 6600 - 55,3) = 50000
Voer in v, =1 + 87,5x2 — 6600x — (-1+55,3% + 87,5 55,32 — 6600 55,3) en v, = 50000.
Intersect geeft p = 81, dus de x-codrdinaat van P is ongeveer 81,

Bladziide 157
h

Q- th(r(r))zdx— fl(',—o(5+15x—15x2)dx= s (5 + 74x2 = 52"
Sh+7;% h2—5h3 0=""(2h+302— 2K
100( )- . 40( )
b h=1geeft5(2+3—2):w
3.3 9
1730™ = Te0™
%(211 + 302 = 2h%) = 25w geeft 2h + 3h2 — 203 =3

Voeriny, =2x+3x2—2x3eny,=12.
Intersect geeft x = 0,720... (vold.} en x = 1,698... (vold. niet)
Dus de hoogte is ongeveer 72 cm.
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@jﬂ()i -_4 (X+2)(x 2) X—Z
B+22 x2(x+2) 3
=2 2~
lim = =
x—=-2 x2 (72)-
Dus de perforatic is (-2, -1).
Jfx)=0geeftx=2

metx # -2

=2 . 2 l—(x—2)2x x—-2x—-2) -x+4
Sflx) =——— geeft f(x) = 2 = o =8
Stel de raaklijn door (2, 0)is y=ax+ b meta = f(2) = 2+4 =1
y= x+b
door(z O)} 2+b ¢

Dus de l’ddklljn is y ]

Substitutie van (-2, -1} in deze vergelijking geeft §--2 — 5 =-1 ofwel -1 =-1 en dit klopt,
dus de raaklijn gaat door de perforatie.

@ /(x)=-x3+3px? geeft f1(x) = -3x2 + 6px
f1(x) =0 geeft-3x*> + 6px =0
-3x(x—2p)=0
x=0vx=2p
f2p) =-(2p) + 3p - (2p)* =-8p° + 12p° = 4p*, dus T(2p, 4p°).
f(x) =0 geeft -x* + 3px*> =0
-xXx—3p)=0
x=0vx=3p
Dus A(3p, 0).
De oppervlakte van rechthoek OABC is 3p - 4p* = 12p*,
De oppervlakte van het grijze gebied is

3p
f(w‘rc3 +3px?) dx = [5x* +px3};p =-1-81p* +p-27p7 = 63 p*.

De verhouding van de twee oppervlakten is 12p%: 63 p* = 16 : 9 en dit is onathankelijk van p.

Bladzijde 159
@D a cora=20P0

ZPOA= LPQ’Q (= 900) }APOA w APQ’Q

Uit APOA © APQ' ;: g, = ;’g
p _Np T35
ptq 280

280p = pJp? + 1225 + g \Jp? + 1225

g7 + 1225 =280p — pp* + 1225

280p
p2 + 1225
280p
b g= W — p geeft
| \/WQSO—zsop-ﬁap
¢= (7o) -

_ 280(p? +1225)—280p%  _ 280p%+343000—280p> 343000

12 () (P (R T) (P 125 (P T 15)
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e q'(p)=10 geeft

280p

p=+/3675

343000

(p* + 1225)(p? + 1225)

(p?+1225)" = 343000
P? + 1225 = 3430007
P*+ 1225 = 4900

p*=3675
p=+/3675
280/3675

‘ﬂpz + 1225 & q=

\4900

Dus het maximum van g is 3,/3675.

® a f(0)=0geeftt8Tx -3 -2 =0

87x —3x* —
-x(2x? + 3x

26 =0
~87)=0

— /3675 = 4,/3675 — /3675 = 33675

x=0v 2x2+3x—87=0
x=0vD=3*-4-2--87=1705

x=0vx=

-3+ /705
4

=588...vx=

Dus de lengte van het ei is ongeveer 5,9 cm.

5,9

-3-—./705
4

=-7,38...

b f $:(87x = 332 = 2%) dx = en43ha? — % — Lx'P7 = £m(43) 5,92 - 5,9° - 1-5,9%) = 61
0

De gevraagde inhoud is ongeveer 61 cm’,

f(x) = 2x% — px* geeft f7(x) = 4x — 4px°
g
f1(x) =0 geeft 4x —4px* =0
4x(1 — pxz) =0

112 Hoofdstuk 16

x=0vx*=

X

3

P
x—va—\ﬁvx—\ﬁ
P P

Uit de symmetric volgt OB = OA, dus OA = AB = OB.
Volgens een eigenschap van de halve gelijkzijdige drichoek moet gelden
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Bladzijde 160
D a v=75geeft

00p*

p*+ 25000 &
100p* = 75p + 1875000
25p3 = 1875000
P =75000
p=1+75000
p=42,1..
Dus de partiéle zuurstofdruk is ongeveer 42 mmHg.
V= - ceft
> +25000 ¢

dv  (pP+25000)-300p% — 100p° - 3p*  (p° +25000) - 300p> — 100p* - 3p”

_ 7500000p*

dp (p* + 25000)? (p* +25000)
Voer in . — 1200 000x2
(3 + 250000

De optie maximum geeftx =23,2... en y=2,87..,
Dus de grafick is het steilst voor p is ongeveer 23.

Y~ 0,00004p° geeft v = 0,00004p3(100 — v)
00— v =0,004p° — 0,00004p%v
v+ 0,00004p%y = 0,004p°
w(1 +0,00004p%) = 0,004p°

[

. 0,004p°
1 + 0,00004p°
. 100°
25000 + p’
100p°
.
p*+ 25000

Bladzijde 161
Da =-Dx—13) =x— 112 —x+ 1] geeft /'(x) =3 3x—1
g(x)=-x+ 15 geeft g'(x) = -1

(PP +25000)

F(0)y=-1leng'(0)=-1, dus f'(0)=g'(0), zodat de grafieken van f'en g elkaar raken in 4.

b f(x)=0geeft (x>~ )(x— 1) =0
x=-1vx=1 vxZI%
|

1 |
De oppervlakte van het linkerdeel is f foydx = f (2= D(x—11)dy= f (x
0 0

0

—flya_l3_ 1.2 qlql_1_1_1_,q1_3
[4x 23X T 5X +12x]0 iT2 2t L=g

De oppervlakte van het rechterdeel is O(AOAB) —;=%-13- 15— 3= 15,
15=2-1 dus de oppervlakte van het linkerdeel is twee keer zo groot als de
oppervlakte van het rechterdeel.

gy =+l -(x—13) 1

¢ hix)= = - _ mits x # 1L
DT @1 @D w1t
lim, A(x)= lim e W =_451
.Y—)]z X

S x2—1 20-1

Dus de perforatie is (11, -%

horizontale asymptoot:

lim A(x)= lim —
X — oo x—2o xyc—1

=0en lim A(x)=0

Dus de lijn = 0 is horizontale asymptoot.

verticale asymptoot:

@E-D{x-1)=0a-x+1L#0

x=1=0

x=1vx=-1

Dus de verticale asymptoten zijn de lijnenx =-1 enx =1.
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h

h
@ 2 /== [(22x—F)dv=r [(22x - ?)dx =x[11¥ ~ L]l = n (118 - ) - 0 = mh2(11 - 1h)

0 0
b =425 geeft mh?(11 —1h) =425

Voer in v, =mx(11 — x) en y, = 425,
Intersect geeft x = 3,72...
Dus de bal ligt ongeveer 37 mm diep in het water.

Bladzijde 162
@ a f‘f(_x) = 12(.7( _p)(x +p) = 12(x2
f(x)=4x3 — 12p% + a geeft f(x)=x*— 6p>> +ax+b

b f](x)=—8xgeeftx4—6x2_gx+5=_8x
X*—6x2+5=0
P -D*-5=0

x=lvx=-lvx=\5vx=-5
Dus de x- cot')rdinaten van de andere punten zijn \/5 en —+/5.
1 1

~p?) = 126 — 1297 geeft f(x) = 4° — 12p%c +a

¢ O, = f(fl(r)——8x)dx f(x4—6x2—8x+5+8x)dx=f(x4—6x2+5)dx

=]

:[-xs 2x3+5x]l=-—2+5—(—-+2 5) =62

63 =231, dus de gezamenlijke oppervlakte van ¥, en ¥ is gelijk aan de oppervlakte van V.

4
@ a Voor de functic f geldt y = 4 = — > dus voor f nv geldt x = 4 — -
e &
y—l—l
-4
)+ 1=
g x—4
b= -4 _1:—4—(x—4): X _ X
T x4 x—4 x—4 4-x

Dus f'en g zijn elkaars inverse.
3

3
b {(f(x)—x)dx—f(4—xil

0

—x)dx = [4x —4In|x+1| - %xz]z
=12 —4In(4) — 43— 0="75— 41n(4)
De gevraagde oppervlakte is 2 (7% = 4ln(4)) = 15— §In(4).
Bladzijde 163

a 4
D a f (fx) — g())dv = f g(v)dx

1

3

a'i=4
a=4=316
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b Stel P(p, \p).

Dit geeft M (

;p b ‘F) ofwel M(1 +1p, Lp).

h(l+ip)=H1+ip)-1i= \/7 LUp. dus M ligt op de grafiek van h.

@ a f(x)= 25— 2 geeft f'(x) =

1 ¥
49 =
225 —x2 V25 — a2
2 By 25
1+(f’(x))2—\/1+25xx2‘\/25 L —\/ . :

25— 25-x2 252 \/25*x2

b A=2n | flx)- 1 +(f(x))>dx=2r |25—-x2: 55—
SL[.",! f X

=[10mx]2_,=50n — 10m(5 — k) = 507: 50x + 10mh = 10mh

dv =2n f 5dv=2n[5x]3_,

S5—h

Bladzijde 164
@ a 4(r)= f\/xT e = f(x+9)dx B+ 9] =Hp + 92 -39+ 9= F(p + Ot
b f\fx+9dx (x+9)] =200+ 94 -2(-9+9)4=2.9,/5=18

A(p) 18
p+ 9)" i
(p+9)'l 87
p+9= ()

p=-9+5=-63

¢ y=yx+9
| spiegelen in de y-as

y=yx+9

| translatie (-9, 0)
y=+-(x+9)+9 ofwel y = \x
Dus g(x) = -x.
f(x) = g(x) geeft \[x + 9 =x

kwadrateren geeft

x+9=-x
2x=-9
x= 74%
vold.
0 0 0
® () - @e)de = [(x+9—-x)dx == [(@v+9)dx=x[x +9x]%
-4% -4k -4

=m(0+0) *n((f%)z +9.-4l)=-q(8-8) =8y
Dus de gevraagde inhoud is 20} .
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16.3 Exponenten en logaritmen

Bladzijde 170
D a f,(x)=(1+ax) e geeft f'(x) =a-e®+(l +ax) -a-e®=(2a+ a’) e*
f(x) =0 geeft (2a + a’x)-e™ =0
2a+a*x =0
atx=-2a
2

x=-—
a

_,l 3 = .,E “ a-—z_,—Q
x= ageeftja(x)(1+a a) ¢ =g
Alle toppen liggen op de lijn y = -¢7%, dus alle punten P, liggen op één lijn,
11,1
b O(AAOB) =3 = 1= S
De oppervlakte van het gebied onder de grafick van f, is

0
f(l+ax)-e”dx=[x'e“-‘]i,_ —0-e0—-Ligt=11

L
i r. a a ¢

Dﬂe oppervlakte van het gebied boven de grafiek van £ is ZL - eLa = %(% - l)
a

De verhouding van de oppervlakten is é(é s %) : (% . %) = (é — é) : %, dus onathankelijk van a.

Bladzijde 171
€D a 25-¢tw=0,01-25
e ¥ =0,01
~k+ 19 =1n(0,01)
—k -ty =-In(100)
In(100)

logg = B

b a() =25(e %~ %) geeft a'(t) = 25(-0,1 e %1 —-0,4e04) =-2,5¢ 01 + 10 0¥
Voer in v, =-2,5¢ "1+ 1004,
De optie nulpunt geeft x =4,62...
Dus t,,,, = 4,6.

¢ Voerin y, =25(g%!x — g04r),
De optie maximum geeft x =4,62... en y=11,81..,
Dus a,,,, = 11,81... en la,,, = 5.90...
Voer in y, = 5,90...
Intersect met v, en y; geeft x =1,00... enx = 14,29..,
De FWHM is 14,29... — 1,00... = 13 uur.

max

Bladzijde 172
€D a P=1ofwel log(P) =0 geeft 4 1ag-—1
’ T—-53,15

&:4,146
T—53,15
1144

T-5315=——
A1 4,146
1144
= +
r=53,15 2,146
T=329,0..
Dus het kookpunt is ongeveer 329 kelvin.

1144
————af.
T-5315
Er wordt dan minder afgetrokken van 4,146, dus log(P) is stijgend en daarmee is ook P stijgend.

b Als T toeneemt, dan neemt 7 — 53,15 toe en neemt de breuk
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¢ log(P)=4,146 — - geeft P=¢"'"*" =
T TSR

Voer in y, = iy
. dy {dv}
De optie — geeft | — =0,01065...
P dx £ dx |v-203

Dus de gevraagde waarde van % is ongeveer 0,011 bar/kelvin.

Bladzijde 173

d lOg(P)=4,l46*%
po P 10g()—4,1 6 1144
2 750 11 273,15 53,15
1144
T=1+273.15 log(p) —log(750) = 4,146 - ——
1144
= + pa—
log(p) = log(750) +4,146 ~ ="
1144
log(p) = 7,021 —
og(p)=7.021 = =75

Dus a = 7,02 en b = 220.

D ayrv=e

| verm, y-as, %
y=e*
glx)=e>=(e?)’
Dus a =¢?,
b v=ef
| translatie (0, -1)
y=e*—1
| spiegeleniny =x
x=¢"-1
Uitx=¢"—1volgte’=x+1
v=In(x+1)
yv=In(x+1)
| translatie (0, 1)
y=Inx-+1)+1
Dus A(x)=1In(x+1) + 1.

Bladzijde 174

@ flx)= % geeft x = p, dus de oppervlakte van het grijze deel boven de grafiek is

Da,

7

T([l—) ~ftx) ) dv = f([l) - %)dx =[5 - ln|x]j}p = %p ~In(2p) - (g - ln(p))
P P

=2-In2)—In(p)— 1 +In(p)=1—In(2)
en dit is onathankelijk van p.

De oppervlakte van de rechthoek is 2p ]% =2, dus de oppervlakte van het deel van de rechthoek

onder de grafick is 2 — (1 — In(2)) = 1 + In(2) en dit is ook onathankelijk van p.

1+ 1In(x)
. L X
| verm. x-as, e

_e(l +In(x))
¥ x
| verm, y-as, 2,
e

~_e(l +In(ex)) 1+In(e)+In(x) 2+ In(x)
= ex B X  x
Dus c=2.
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b O0) = [lg )~ fepde = [ (3 +in(x) H]n(x)) f dr=[21njx(]° = 2In(e) — 2In(1) =2
1 1
@ v-2in()
| translatie (-, 0)
= Finfeser)

Dus g(x)=2In(x + a).
gx)=0geeft 2In(x+a)=0
x+ta=1
x=1—-a
£(0)=2In(a)
De grafiek van g snijdt de x-as in P(1 — a, 0) en gaat door Q(0, 2 In(a)).
P en Q zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y =-x als 1 —a =-21In(a).
Voerin v, =1 —xen y, =-2In(x).
Intersect geetft x =1 v x=3,512...
Dus a = 3,51,

Bladzijde 175
€ a Voor de halveringstijd 7 geldt e ' =

- = - . 1nlo
= oo 48810

Dus de halveringstijd is ongeveer 49 miljard jaar.
b a(t) = a(0)- e geefta(0) = a(r) - e

w0 2O~ ED PO} o)+ b0y = at)- e+ 50
A=) o8 b(¢) + a(f) — a(f) - &* = b(0)
b(t) + (1 — e*ya(r) = b(0)
¢ Voor M, geldt 0,739 + (1 — e - 0,60 = b(0)
Voor M, geldt 0,713 + (1 — )+ 0,20 = b(0)
Omdat beide meteorieten dezelfde waarde van b(0) hebben, geldt
0,739 + (1 —¢l42-10" 4. 0,60 = 0,713 + (1 — el42- 10" 1) 0,20,
Voerin y, =0,739 + (1 —e'#2" 19" ). 0,60 en y, = 0,713 + (1 —e"*2* 10" ). 0,20,
Intersect geeft x =4,43... - 10°.
Dus de leeftijd is ongeveer 4 miljard jaar,

Bladzijde 176
D a flx)= LN (e™ + e —2) geeft f(x)= S (ae™ —ae™) =L(e™ - ™)
2a 2a
1+ (f(x))2 =1+ ﬁ(em‘ _ efm-)z =21 + Al_l(ehzx —2e0 + e*lax) =1+ ﬁezal‘ _ % + ieiax -
:_le2ax o % e }13_2‘“ — (é_ea.\' e %e-ar)
Hiermee is het gevraagdq bewezlen . -
b a=q geeft f(x)=70(ew* + e —2) en 1 + (f'(x))? = (Jer+ Le )

96

fi

0
Dus de lengte van de ankerketting is 103,7... meter.

f(96) = 34,2... dus de waterdiepte is 34,2... meter

1 L 96

&+ Le T Yy dx = [70¢7 — 7067 |0 = 70 — 70¢ % — (70 — 70) = 103,7...

=

103,7...:3=34,5...>34,2.., dus er is voldaan aan de vuistregel.
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Bladzijde 177

P
=1 =1 1 =]l g gr—1 grtl-2 2
A(p) = = = 2 = - = —1-
Q= A0 E[f(x)dx [e“rllu eP+1 ef+1 ef+1 1+e? ef+1 e’ +1 e’ +1
bL=lim(1 )= = lim =1-0=1
p oo el + 1 e’ e gl + ]
=l s =1
A(p)y=3L geeft 1 1
2 1
e’ +1 2
e’ +1=4
e’=3
p=In(3)
25%—1 . , 2y—1
Dav=-Ihn geeft voor de inverse functie x = In
x+2 y+2
y-1_
y+2

ety +2er=2y—1

et y—2y=-2e"— 1
yer—2)y=-2e*-1
_=2er—1 1 +2e?

1)

ex—2 2 —g¥
+ X
Dus g(x) = 12 72; is de inverse van f.
2x— 1
b A(x) =0 geeftl =0
(x) gee n(x+2)
folzl
x+2
2x—1=x+2
x=3
ln(zx_l)voorx23
x+2
Dus A(x) =
Zx_l 1
-In voor; <x <3
x+2 =
1
27_
2x—1 % 2_0)
i = i = li =In|——]=In(2
Jim )= Jim )= o o(155)-mo
1+;
2x—1
fix)=In(2) geeft ln(x+ 2)—1n(2)
ln(l"l)——ln(Z)
x+2
ln( x+2 ) B ln(z)
x+2 2
dx—2=x+2
3x=4
x=1%

Dus de x-codrdinaat van A is 11,
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Bladzijde 178 |
@ aad-= é geefta= (%)? = 0,79

b n=1geeft2: %=1,11
h—‘=o,555
49
" 0308,
49
h, = 1,509.
n=4geeft2: £=0,68
49
Mg
49 7
M 01156
49 7
h, = 0,566...
hy 0,566...
3=h—l: 7509 =0,375..
a=0,721...
h, = hy- a" geeft 1,509... = hy-0,721...
G20

Dus Ay = 2,0 m.

16.4 Goniometrie

Bladzijde 183

=4 + 1
(35] {T _ ;cos(i;n(r) met 0 < ¢ < wis de rechterhelft van de cirkel met middelpunt (4, 0) en straal 2.
{x =4 + 4sin(7)
y = 2cos(?)
straal 2 bij de vermenigvuldiging ten opzichte van de lijn x = 4 met factor 2.
Dus de lengte van het ei is 2 + 4 = 6 cm en de breedte is 4 ¢m,

met 0 <t < 2w is het beeld van de linker helft van de cirkel met middelpunt (4, 0) en

Bladzijde 184
4

D a o= f( fx) = g(x)dx = ﬁsin(x) — sin(x + 17))dx = [-cos(x) + cos(x + ;—n)ﬁ:
In [ "
= —cos(tx) + cos(i) ~ (-con(bx) + cos(b) =4 -~ (-g+ ) =2
b A(x) =0 geeft 1(sin(x) + sin(x +1x)) =0
sin(x) = -sin(x + in
sin(x) = sin(x + lé-ft)
x=x+invx=n—(x+1in)

geenopl. x=m—-x-lin
=-1
2= 137[
x=-in

Dus b =-im.
: : =1
De periode 1s 27, dus de x,,, = 3.

h(3m) = Y(sin(in) + sin(3n) = L(L3 + 13) =33
Dus a =5/3.
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@ a 40, P)=JGOP + (07 = \/(sin@) + (sin(t + Lx))?

Voer in ¥, = /(bsin(x))* + (sin(x + 7)),
De optie maximum geeft y = 1,037...
Dus de maximale afstand van P tot O is ongeveer 1,04,
x(f) = ysin(7) {x’(l‘) =Lcos(?)
. ft 2
b {y(l‘) = sin(r + 1) £ 1v(0) = cos (1 + Ln)
De snelheid op £ =0 is v(0) = x (0 = (02 = /(12 + (22 = .
" x()=jsin(ty . . o
¢ Substitutie van {v (&= sin(t + 1) 2x geeft sin(7 + 1x) = sin(?)
ttin=t+k2nvi+tin=n—t+k2n
geen opl. 2=2n+k-2n
t=in+k=n
top[0,2n] geeftt=1invi=lin
=1 geeft A(3/3,13) en 1= 1ix geeft B(-1/3,-1/3).

Bladzijde 185
€@ a O(OETS) = OE? = (sin(a) + cos(a))’
a=1in geeft O(OETS) = (L +13)2=1+13+3i=1+13

cos(a) ) (sin(a)+cos(a)+l)=( ~sin(a) — 1 )

sin(a) + cos(a) | sin(a) + cos(a) — 1

i (r) _ (sm(a) + cos(a) + 1) ) ,1(  sin@) — 1 )
b 1 sin(a) + cos(a) — 1
CG snijden met de y-as (x = 0) geeft sin(a) + cos(a) + 1 + A(-sin(a) — 1) =0
A(sin(a) + 1) = sin{a) + cos(a) + 1
_ sin(a) + cos(a) + 1

—

b Gc=?~§=(

sin(a) + 1
_sin(a) + cos(a) + |
A= sin(a) + 1 gl
o sin{fa) + cos(a) +1 s (sin(a) + cos(a) + (sin(ax) + cos(a) — 1)
y=1+ sinfa) + | (sin{) + c.:os(a) =1+ sin(@) + 1
Dus OP = 1 + (sin(a) + cos(«) + 1)(sin(ex) + cos(a) — 1)'
sin(a) + 1
o QP & (sin(a) + cos(a) + D(sin(a) + cos(a) —1) _ {2 (sin(a)‘+ cos(a)y> — 1
sin{a) + 1 sin{a) + 1
N sin’(a) + 2 sin(a) cos(a) + cos*(a) — 1 L+ 2sin(a) cos(a) + sin’(a) + cos*(a) — 1
- sin(a) + 1 - sinfa) + 1
sin(2a) +1 -1 sin(2a)
= + e o e 1 + S ————
sin(a) + 1 sin(a) + 1
d0oP=1+ ‘sin(Za) it d(ory _ (sin(a) + 1) - ZC.OS(Za) —sin(2a) - cos{a)
sin(a) + 1 da (sin(a) + 1)
) (sin(x) + 1) - 2 cos(2x) — sin(2x) - cos(x)
Voerin y, = :

(sin(x) + 1)?
De optie nulpunt geeft x = 0,666...
Dus de hoogte van P is maximaal voor a = 0,67.

Bladzijde 186

x(t) = 2 cos(f) — cos(2r) x'(f) =-2sin(f) + 2sin(21)
D a {y(z‘) — 2sin(f) — sin(2f) °°T {1 (#) = 2cos(t) — 2 cos(2%)

Dit geeft v = \/(-2sin(7) + 28in(20))? + (2cos(r) — 2¢os(21))> =
VA sin?(f) — 8sin(z) sin(2f) + 4sin?(21) + 4cos’(f) — 8 cos(f) cos(21) + 4cos?(2r) =
VA sin?(f) + 4cos?(r) + 4sin?(2¢) + 4cos*(2f) — 8 sin(7) sin(27) — 8 cos() cos(2r) =

V4 + 4 — 8(cos(r) cos(2¢) + sin(z) sin(21)) = /8 — 8 cos(r — 2£) = /8 — 8cos(~1) = /8 — 8cos(?).
De maximale snelheid van Pis \8 —8--1= /16 =4,
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b x=1 geeft 2cos(f) —cos(2r)=1

2cos(f) — 2cos*(H — 1) =1

2¢cos(f) —2cos*()) +1=1

2cos(t)(1 —cos(1) =0

cos(t)=0 v cos(t) = |

t=tn+k-mvi=0+k2n
top[0,2n] geeftt=0v t=invi=1invi=2n
t=1ngeefty= 25in(%:rr) —sin(n)=2-0=2
Dusa=2,

@ a De lijn x = 7 is verticale asymptoot geeft | — 2cos(arn) = 0 A sin(an) # 0
cos(am)=1Aan#k-xn
(an=in+k2nvan=-in+k2n) na+k
(a=l+k-2va=-i+k-2)rna+k
a=t+k-2va=-1+k2
b De grafick van f, is puntsymmetrisch in (;—n, 0) als voor elke p geldt

fG6m—p) + f,(3n+ p)

7 =0
f(n—p)=-Hn+p)
sin2(3n-p)) _ sin2(3n—p))

1-2cos(2(ln—p)) 1-2cos(2(in—p))

sin(m — 2p) sin(w + 2p)
1—cos(m—2p) 1 —cos(n+2p)

sin(2p)  -sin(2p)
1 +cos(2p) o1+ cos(2p)

sin(2p) sin(2p)
I + cos(2p) ~ I cos(2p)
Dit geldt voor elke p, dus de grafiek van f, is puntsymmetrisch in (%s'r, 0).

Bladzijde 187
@ a 1(3)=1+2sin(in-3-Ln)=1+2sin(En)
By(2) =1 +2sin(-3n-2 +¢n-3-Lx) = 1 + 2sin(Zn)
Dus de hoogtes zijn gelijk.
b h()=1+2sin(Fn- 2 —in) geeft h, (1) = 2cos(Fn - 2 — in) - int
hy'(3) = 2cos(Fm - (5 = §m) -3m -5 = 2cos(som — gn) - i = 3mcos(-Fn) = Imcos(Fn)
Dus de hellingen van k, en h, zijn gelijk op £ = 1.
hy(1 —a) + hy(1 +a)
3 =1geefth(1 —a)+ h(l +a)=2
1+ 2sin(tn(l —a) — ix) + 1 + 2sin(ln(l +a) — in) =2
2sin(in(1 —a) —Lix) + 2sin(in(1 +a) - in) =0

sin(-17a) + sin({na) =0

-sin(tna) + sin(irna) =0
0=0
Dit klopt voor elke a.

Bladzijde 188
@ a 4'B'=|x, x| =|cos(3t) — cos(t)|
Voer in y, =|cos(3x) — cos(x)|.
De optie maximum geeft voor verschillende x-waarden telkens v = 1,54,
Dus de maximale lengte van 4B’ is ongeveer 1,54.

Zsin('% - t) -cos( - r)
b re sin(3¢) — sin(f) 2 2 sin(f)cos(27)  cos(21)
a= - - = -
B cos(3n) —cos(r) ZSin( 3+ ;) ' qin( 3t - r) sin(2f)sin(f)  sin(2¢)
2 4 2
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¢ AB// I geefire,z=rc;
cos(2r) B
sin(21)
sin(27) = cos(21)
sin(27)
cos(27)
tan(21) =1
2= J-I'IE +k-m
t=in+k-ln
top {0,2n) geeftt=invi=3nvi=1lmvi=13mn

Bladzijde 189
® a ;=0 geeft 2cos(2) =0
2t=intk-m
t=im+kn
top[0,2n] geeftr=invi=3nvei=linvr=Lin

t =1 geeft A(sin(tx), cos(in)) = 4 (142, 142), dus 4 op de lijn y =x.
t=3m geeft A(sin(3n), cos(3x)) = A(1y2, -1/2), dus 4 op de lijn v = -x.
t=lin geeft A(sin(13in), cos(1im)) = (f'\f 2), dus 4 op de lijn y = x.

l
4
t=13n geeft A(sm(ljn) cos(13x)) = 4(-12, 1\2), dus 4 op de lijn y = -x.

Dus alq Bopdex-asis,isdopdelijny=x ofop de lijny =
b A4B horizontaal geeft v, = v,

cos(?) = 2cos(21)

Voer in y, = cos(x) en v, = 2cos(2x).

Intersect geeft x = 0,567..., x =2,205..., x=4,077...en x = 5,715...

Bij de punten onder de x-as horen de r-waarden 2,205... en 4,077...

t=2,205... geeft de punten A(0,8; -0,6) en B(-1.9; -0,6), zie de linker figuur hieronder of

t=4,077... geeft de punten 4(-0,8; -0,6) en B(1,9; -0,6) zie de rechter figuur hieronder.

Bladzijde 190
@ a x,=-4cos(a) en y, =2 + 4sin(a).

b y(r) =-5+2 + 20t cos(a) - /sin(a) + 4si (a) geett y'(r) = - 107 + 20cos(a) - /sin(a)
¥'(6)=0 geeft-10f + 20 cos(a) - /sin(a) =
10¢ = 20cos(a) - v/sin(a)
107 = 20cos(a) - y/sin(a)
t=2cos(a) - /sin(a)
t =2 cos(a) - \/sin(ax) geeft
Vigpg =3 (2cos(a)- \/sin(a))2 +2+20-2cos(a) - /sin(a) - cos(a) * \/sin{a) + 4sin(a)
=-20cos*(a)sin(a) + 2 + 40 cos*(a) sin(a) + 4sin(a) = 20 cos*(«) sin(a) + 2 + 4sin{a)
=20(1 — sin?(a)) sin{a) + 2 + 4sin(a) = 20sin(a) — 20sin*(a) + 2 + 4sin(a)
=2 + 24sin(a) — 20sin’(a)
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Bladzijde 191

[

Voer in v, =2 + 24sin(x) — 20sin’(x).

De optie maximum geeft x = 0,684...

a=0,684... geeft y(r) =5 + 2 + 207 cos(0,684..) - /sin(0,684) + 4sin(0,684)
=-52+2+1232...-t+2,529...=-52+ 12,3t +4,5

d v())=6geeft-52+123t+4,5=6

Voer in y, =-5x* +12,3x +4,5 en y, = 6.

Intersect geeft x = 0,128... en x = 2,331...

Dus t=0,128... of t =2,331...

1=0,128... geeft x =-1,80... voldoet niet.

1=27331... geeft x =20,44...

De afstand van 24 meter van de muur moet dus minstens 4 meter minder worden, Dus de katapult
moet minstens 4 meter in de richting van de muur worden geschoven.

Voer in v, =20 cos(x)(sin(x) + \sin?(x) + 0,185).
De optie maximum geeftx =0,743...env=21,77...
Dus de optimale stoothoek is ongeveer 0,74 rad.

b Voor 0 <a <imissin(a)> 0.
h =0 geeft
r=20cos(a)(sin(a) + \/sinX(@)) = 20 cos(a)(sin(e) + sin(a)) = 40 cos(a) sin(er) = 20sin(2c)
r is maximaal als sin(2e) maximaal is. Dus als 2a = S ofwel a = 7.

16.5 Meetkunde

Bladzijde 197

D a

Stel S, 0).
Dan is &: §+£: 1 ofwel 4x +S}):4S‘

k raakt aan de cirkel als d(M, k) =2
|4:2 +5:0—4s| -
NZ R
|8 —ds| =2./16 + s?
64 — 64s + 1657 = 4(16 + 57)
64 — 64s + 165* = 64 + 45?
1252 — 645 =0
45(3s —16)=0
s=0 v s=5%
vold. niet vold.
Dus xg=53.

b Stel A(a, pa).

A op de gegeven cirkel: (x — 2)? + 2 =4 geeft (a — 2)* + p?a® = 4.

OA =3 geeft dat 4 op de cirkel x*> +? =9 ligt, dus a* + p?a® = 9 ofwel p’a®> =9 — a°.

pa® =9 — a® substitueren in (@ — 2)* + p?a’ =4 geeft (a — 2 +9—a* =4
a?—4a+4+9-42=4

Dus p=17.
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xH=£r-1 i Ihei or 7 _( 2t )
(47) {JE([) P —1)=F —t geeft de snelheidsvector v/(f) 3p-1

7(1)=(§) en 3(1)=(22)

v 2 (;) geeft 2r=32—1

3-2t—1=0
GBt+1)(t-1)=0
t=-tvt=1
V(1) é( 2) geeft 2r=-3° +1
z 3+2%-1=0
Gt—1)(t+1)=0
t=3vi=-1

Dus de opeenvolgende tijdstippen zijn r=-1,¢=-3, t=1enz=1.
De tussenliggende tijden zijn alle gelijk aan 2, dus even lang.

Bladzijde 198
®a DM=4enCM=2
De stelling van Pythagoras in ACMD geeft CD?> = MD* -~ MC*=4* -2 =16 -4=12
Dus CD = /12 =2./3.
Trek KS //PQ, S op LO.
De stelling van Pythagoras in AKLS geeft KS* + LS? = KI?
KS2+(3-12=(3+ 17
KS*+4=16
PR
KS=.12=23
KS=PQ }PQ2‘B
Dus CD = PO.
b KT=1+rKM=4—-1=3enMT=4—r
De cosinusregel geeft KT? = KM? + MT? —2+- KM - KT cos(a)
(1+72=32+ (4 — F2 =23+ (4 =) "cos(a)
1+2r+2=9+16 -8 + 12— (24 — 6r)cos(a)
(24 — 6r) cos(a) = 24 — 10r
24-10r 12 -5r
24—-6r 12-3r
12—5¢ Fr—4 12—-5r 21r—12
= geeft =
12—3r 4—r 12-3+ 12-3r
12—=5r=21r—12

cos(a) =

Bladzijde 199

L) e

R (R

=3

Z(l,m)=8§°
b x=r/\y=2—21‘}

By p=1 [T =2P=1

P+1—4t+4-1=0
58 —4r=0
t(5t—4)=0
t=1vi=
t=3geeftx=3 Ay=2-2-%
Dus B(%, %).

525

[T

2
=
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9]

I
Sle
I
[y
=

[

-2/
0+ g) (2. 2)
Vi H 2 107 10
De middelloodlijn van 4B is /: x — 2y =1,
De middelloodlijn van 4D is k: x =2,
I en k snijden geeft? —2y =1

-2v= —%

y=1
Dus het middelpunt van de cirkel door 4, Ben D is M (6, 6)

De straal van deze cirkel is \/ 1-3 \/3@ = \/:

d(MaC):\/§_€ + _%_cl’i)z 900 900 \/E \/_

Dus C ligt ook op deze cirkel, zodat de punten 4, B, C en D op één cirkel liggen.

@ De lijnen EF en HG verdelen de figuur in drie delen, elk met oppervlakte 4.
De zwaartepunten van de drie delen zijn de snijpunten van de diagonalen.
Breng een assenstelsel aan met de oorsprong in het midden van EH.

v ; 2\ (3 2
Dan zijn de vectoren naar de zwaartepunten van de drie delen ( 11 ), (0) en (1 L )
2 2

E //.F
N
e IR RIE S RGN
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—F — —_—
@ aoD=04+4 (

2
-...__/
—_—
trxL
hi
—
=
/‘—"-\
<
S——
+
—
[ S
[
QT
—
Il
——
o o
——
—
=

+ )= Ptq
2=ip 2 =Py

)

=
5|
Il
Q)
SJ,
I\J\—'
81
/-—-\
o
S —
\
I\J\—
/——--\
“*—-._.—/
ST
R
———
< —=
S —
II

—_— = ptq
ED=d -3¢ =
¢ (2 p+q) (p+q) (2 2P)

“1\ {2
W-E_D’—(p )(2 qz )—qu—2q+2q—2pq—0
~2p

Dus de lijn M4 staat loodrecht op de lijn ED.
@ allaxty=5b

| spiegelen in y=x
m:ay+x=bofwelm: x+tay=>»5b

(1))

- =

apew,) 1) \a la+al 2a] _ 2a
cos(Z (I, m)) = |'T;Hﬁm = 1 \/GZT '7a2+ 2+1 at+1

()10
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b a=30° geeftaz = cos(30°)
2a
a+ 1 =33

322+ f3=2a
W3:2?-2a+13=0

D=(-2P-4-3/3:-3/3=4-3=1
241 F Bl

VR LA

d .
x2 =1y ofwel y = 2x2 geeft dl =4x
X

a=

=
!

De richtingscoéfficiént van ax + 1 =his-a.
4x =-/3 geeft x =—§\/§ v 4r=-1/3 geeft x = —2\/5

Dus xp, =-5/3 v x, =-5+/3.

Bladzijde 201
@ a Stel de straal is 7 en het middelpunt is M(0, m).
craakt ¢, geeftm=r+3 } o 5
c raakt ¢, geeft m* = (r + 12)* — 157 (Pray =i+ 12y - 12

2+ 6r+9=r2+24r+ 144 - 225

-18r=-90

r=>5
m=r+3=8,dus c;: x> + (y — 8)*=25.

b Een van de gemeenschappelijke raaklijnen heeft vergelijking x = 3.
Stel de andere gemeenschappelijk raaklijnen zijn /: y =ax + bofwel L ax —y + b=0.
Voor raken aan ¢, en ¢, geldt d((0, 0), /) =3 A d(15,0),/)=12

b 15a+b
bl _,, [13a+B]

JaE+1 JaZr+1
|b|=3\a?+1A|15a+b|=12\a’+1
|b|=3+/a"+ 1 geett 4+ |b| =|15a + b]
4b=15a+bv4b=-15a—b
3b=15%a v 5b=-15a
b=5av b=-3a

'b_3V“'”}|5a=3\/m

=3 25q2 =9(a® + 1)

254> =9a*+9

16a>=9

=

O
a=3geefth=5-2=33 dus/;:y=73x+32

a=-3geefth=5--3=-32 dusl;; y=-3x-32
Er zijn twee gemeenschappelijke raaklijnen gevonden, dus b =-3a hoett niet meer bekeken te worden.
De gemeenschappelijke raaklijnen zijn /;: vy = 3x + 33 en /,: y = -3x — 33,

e Sl S e 2 - | o 2 1 2cos(f) -2 g 2sin(t)
@ a OS*OA+2AP+2APR (0) (p )+2(p a)R (0)+2( 2Si1'l(f) )+2(2COS(I)+2)

_ (2) i (cos(r) — 1) g ( sin(f) ) (2 +cos(t)— 1+ sm(f)) (1 + cos(f) + sin(t‘))

0 sin(f) -cos(f) + 1 0+ sin(f) —cos(t) + 1 1 — cos(f) + sin(f)
b d(M, S)= /(1 +cos(z) + sin(z) — 1)* + (1 — cos(z) + sin(z) — 1)

= J(cos() + sin(1))? + (-cos(f) + sin(1))?

= Jeos(1) + 2cos({) sin(z) + sin®(r) + cos*(f) — 2 cos(?) sin(r) + sin’(7)

= Jeos(¢) + sin’(£) + 2 cos(?) sin(f) + cos(r) + sin*(r) — 2cos () sin() = /1 + 1 =2
Dus de afstand van S tot M is constant.
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Bladzijde 202
@ x(f)= 8.4t {x’(z‘) =84
&)=k + 11,26 — 492 EM i =112 - 98¢

10) = V0P + (07 = VB4 +T1.2% = 196 = 14
Dus de snelheid op t=0is 14 m/s.

D a f(x)=3\/§—xgeeftj’(x)=3-21—\/;— 1 =23—\/;—1

fx)=0 geefti* =0

2x

cos(£LOTA) =

Dit geeft £OTA =116,5..°
Dus Z0TA4 ~117°,

Bladzijde 203
@ OP = ( ) geeft middelloodlijn: px + p?v = c
het midden van OP is (Ep, EP')

c=p-p+p*3p?

Dus middelloodlijn: px + p?y = %pz +ipt,

Snijden met de y-as geeft p 0+ p—v =ip*+ip*
o + 2])

lim y = lim

plo? " Bl ( ) =3

Dus de y-codrdinaat nadert tot 1.

50 BE = ( Sin(t‘))

cos(t)
- [2sin(20) sin(7)\ _ { 2sin(2¢) — sin(7)
“ (2 cos(2t)) (cos(t)) (2 cos(2f) — cos(t))
OA L AB geeft OA-AB =0
(2 sin(2¢) — sin(?) ) ' (sin(r)) 3
2cos(2f) — cos(f)] \cos(r))
2sin(2¢)sin(f) — sin?(f) + 2 cos(2f) cos(r) — cos*(H) =0
2 sin(2¢) sin(7) + 2 cos(2r)cos(r) = sin’(¢) + cos(¢)
2 sin(2¢) sin(f) + 2 cos(2f) cos(f) = 1
sin(27)sin(7) + cos(2t)cos(t) = 5
2sin(f)cos(f)sin(f) + (1 — 2sin?(r)) cos(r) =1
2sin’(7) cos(t) + cos(f) — 2sin’(f) cos(r) = 5
cos(f) =
[=3m

=l

—
AB =
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42— 10x+4 2x(2x—5)+10x— 10x + 4 4

5(x) = = =2x+
@2 -5 25 il
_rlir)nw 5 0, dus de scheve asymptoot is de lijn y = 2x.

(;)(?) 2 2

cos(f) = ===
HE I

1
Dit geeft § ~ 26,6°.

4x2—10x+4
b f(x)= T —a geeft
fr(x):(z‘x_a) (Sx_lo)_(4x2_10x+4)'2:16x2—20x—8a’x+10a—8x2+20x—8
‘ (In—a) (2x — a)?
_ 8&?—8ax+10a—8
2k —a)
10a — 8
0)=0 geeft =0
f/0)=0g 0—a)y
10a—8=0

a=%
—2 _4
j;(x) _ ?xz 5 8x( 5)

5

i o3
De andere top heeft x-codrdinaat 2 en is dus de rechter top.
Dus de linker top ligt op de y-as voor a =1.

Bladzijde 204

@+ 00153 () a2 o)~ (o) i)~ (iaia) ()
Al ()= )
ocC: (i) - /1(\%) en AD: (j) = (1)2) +y(:/5§) snijden geeft

20=42 -5
N3=pf3
iﬁ:”ﬁgeeﬁ;j‘m_s }2/1—42—5;1
- #) g =42
2=6
L =6 geeft £(12, 6,/3)
Dus x, =12,
) (5
“ 77 3] \e3) 153

A

H>

(3
1 o))

Dus Z(EB, EA) =90° ofwel LAEB =90°.

l

oy
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@ a v=1geeftsin() cos() =5
2sin(f) - cos(t) =5
sin(27) = 1
2t=¢ntk-2nv2=3in+k2n
t=bntknvi=3ntkon
O<i<2mgeefit=fmvi=3nvi=linvi=15n
b cos(r) =0 A sin(f) cos(r) =0
cos(f)=0
t=ln+k-m
0<t<2mgeeftr=imvi=1lin

x(0)\ cos(?)
() Lsinty-costo) 251
ay . HONEY -sin(?) 3 -sin(f) _ [ ~sin(7)
v = (y ’(t)) a (cos(t) - cos(f) + sin(?) - —sin(t)) ; (cosz(t) - sinz(t)) ; (cos(Zt))

= (_i) en V(1in) = (11)

-1 1
(_ ) ) . (_ { ) =0, dus de hoek tussen de richtingen is 90°,

Bladzijde 205
® a Stel P(0, p).

(RSN EAS
BRGNS
wimreen( 2 ) 4)o

S12+p2—10p+21=0

)

—

BP=p -

S
I

pP—10p+9=0
p-Dp-9=0
p=lvp=9
p=1geeft O(0, 1) en p =9 geeft P(0, 9).
7—-3 4
b StelAB:y:ax+bmeta:rcAB:E:§:é.
.\—2x+b } 24 h=3
door A(-2, 3) 1+bh=3
h=4
Dus AB: y =x+4 ofwel 3x—y+4=0,
11-0+4 3
d(M, AB) = - |2 ;.2

e i E

=57+ (LRS)? =5+ (3537 =5+45=50
Dus r=/50=5,/2.

® a Popdeparabool geeft v, =1p? +2.
Dus P(p. §p* +2).
FP=(p =02+ (1 +2 -4 =(p - 07+ (i - 2 =P + gop* ~ 1p* + 4
=&t + i 4= (P r2P =i +2
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b P(p,Lp* +2), dus het midden van PP'is (p, =p* + 1).
Hieruit volgt m: y = £=p? + 1.
d(F,m)=4 - ({p?+1) =3 — {xp?
d(F, P) =d(F, m) geeft {p*> +2 =3 — L p?

o
=3
_Js_4 _4 J3
P 3 \/5 3
16.6 Eindexamens 2016
2016, tijdvak 1
Bladzude 206

© /v =lev e+ 1L geeft fi(x) =1 -lervr— Loe b =letr —gix

f'x)= Ogeeft e S e“’E =0
A p— 46—-.,\
e*=4
=1n(4)
Dus x, = ln(4)

Bladzijde 207
© /(n@)="L-2+2-1+11=3L dus T(In(4), 31).
A0 =L-1+2-1+11=4, dus 4(0, 4).

o iy} -t

~al—ln() + 35} a0 — In(4)) + 35 =0

door 4(0, 4)
~aln(4) =-33
E
" In(4)
& (4) (x —In(4)) + 31

(x— In(4)) + 3L|=

Los op ‘ flx)— 2];’(4)

Voer in y, = ‘f(x) = (x —In(4)) + 3 eny,= 1.

21n(4)

Intersect geeft x = 5,1.

Bladzijde 208
© 4B=1+4=5
AE AE

cos{a) = i , dus AE = cos(a).

sin(a) = @ = @ , dus CFE = sin(a).

De stellmg van Pythagoras in ACED geeft ED?> + CE? = CD?

ED? + sin¥a) = 4°

ED?> =16 — sin*(a)

= /16 — sin*(a)
s=BD=AB— AE— ED =5 — cos(a) — /16 — sin*(a)
o Het maximale verschil tussenzen s is |z —s| = ‘ 1 — cos(a) + £sinX(@) — (5 — cos(a) — /16 — sinX(a)) ‘ =

|1 —cos(a) + £sin®(@)) — 5 + cos(a) + /16 — sin’(a)| = |tsin’(@) — 4 + /16 —sin*(a)|.
Voerin y, = ‘ésinz(x) -4+ 16— sinz(x)‘.

De optie maximum geeftx =1,57... en ¥y =0,0020...
Dus het maximale verschil is 0,002,
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© -1 - cos(a) + isin*(a) geeft % = sin(a) + 2 - ¢sin(a) - cos(a) = sin(a) + ysin(a)  cos(a)

Voer in y, = sin(x) + ;sin(x) - cos(x).
De optie maximum geeft v = 1,344... en y = 1,029...
Dus de maximale snelheid van de zuiger is 1,03,

Bladzijde 209
© = axsubstitueren in (x — 1)2+32 =1 geeft (x — 1)2 + (ax)* = 1
=2+ 1+ax’=1

(@*+ Dx?=2x
x=0v(@+hHx=2
2
xfOVJc—az_’_1
DusS( 2 3 2a)
a+1a*+1
2 2a 2a+2
e a?+1 1 a2+1 ) _[ a+1
OP:OS"‘OSR: 2% -2 )
a?+1 a?+1 a’+1
2a+2 = _2a-2

Dus x,=——eny,=—"—,
Prg+1 77 a2+

o a=1 geeft P(2, 0)
a =0 geeft P(2,-2)
a=-1 geeft P(0,-2)
De cirkel door de punten (0, 0), (2, 0), (2, -2) en (0, -2) heeft middelpunt (1, - 1) en straal +/2.
Dus een vergelijking van deze cirkel is (x — 1) + (y + 1) =2,

0 Xp 18 maximaal in een snijpunt van de cirkel met de horizontale lijn door het middelpunt. Dat is de lijn y =-1.

2a-2

)=-1 geeft =-1

) gee at+ 1
2a-2=-a>-1

a@+2a-1=0
(a+1P-1-1=0
(a+1P=2
at+l=y2va+tl==2
a=-1+\2va=-1-42
a=-1+2geeft (1+2,-1) ena=-1—2 geeft (1—/2,-1).
Dus x, is maximaal voor a = -1+ /2.

Bladzijde 210
© =0 geeft sin(20) + sin() = 0
sin(2¢) = -sin(f)
sin(2¢) = sin(-1)
2=-t+k2nv2t=n—-t+k2n
d=k-2mvi=n+k2n
t=k-imvi=n+k-2n

0<t<mgeeftr=3n

d
% =2 -cos(2f) + cos(f) en Ey = -sin(f) geeft v = (

2 — 2 77L ~15
t—=;rcgeeftv—( - 2)—( 2)
: 5 ) 43

2
Dus in B is de snelheid \/(f 14 + (-L\3) = \/3 +3=13.

2¢cos(2f) + cos(r)
-sin(7) )
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Stel de straal van de cirkel is 7.

CD =18 geeft MD =r— 18.
De stelling van Pythagoras in AMBD geeft MB* = MD? + BD?
2= (r— 18)2 + 452
72 =12 —36r+324 + 2025

36r=2349
r=65%
Dus de straal van de cirkel is 65 cm.
Bladzijde 211
@ a=1geeftb=1+16=17

17 17

inhoud =7 - f(lﬁz— (ITi)z)an- f(256—2i6)dx=

1 1

n256x — 2561n(x) ] = n(256 17 — 256 In(17)) — x (256 - | — 2561n(0)) = 7(4096 — 256 In(17))

@ b=a+AB=a+AD=a+E=a+16a'%

I
db

rral —1-16a%=1-8at

%’=0geeft 1-8a=0
1=8ah

I i
a=4geeftb—4+\/%—4+26—4+8—12

Dus de minimale waarde van b is 12.

Bladzijde 212
® -
‘.V —¢
Toex—1)
| spiegelen iny=x
1

x=
cy—1)
1

x—1=
clyv—1)
cx—Dy—-1=1

y—1= 1
l cx—1)
|
clx—1)
Dus £, is de inverse van zichzelf.

+1

+1
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1 1 1 1

+1+ +
123 J(+p)+f(l-p) _c(l+p—1) cl-p-1) _¢cp

[ ==l H—s1
—cp

2 2 2

Dus de grafiek van £, is puntsymmetrisch ten opzichte van S.

¢® Oplossen van de vergelijking f,(x) = x geeft " ! 1)+1=x
X —
l
=x—1
clx—1)
e(x—1P=
(x—1)y2=—
x—1= lvx—1=* L]
é ¢
x=1+ l\/x=1— d
C c

Dusx,=1- %

Aligtopdelijny=x,dus y,=1- %

lim x, = lim y,= lim 1—\/%= 1 — /0= 1, dus het limietpunt van 4 is S(1, 1).

c—co c—> oo e —co

Bladzijde 213

D o+ +2-90° =360° (volle hoek), dus # = 180° — a
De oppervlakte van de lichtgrijze delen is p* + ¢>.
De cosinusregel in 72 = p? + ¢> — 2pg cos (a)

De cosinusregel in s = p? + ¢> — 2pg cos(f) = p* + ¢* — 2pgcos(180° — a) = p* + g* + 2pg cos(a)
Hicruit volgt 32 + 352 = 3(p? + ¢* = 2pgcos()) + 5 (0 + ¢* + 2pg cos(a)) = p* + ¢2.
Dus de oppervlakte van de donkergrijze delen is gelijk aan de oppervlakte van de lichtgrijze delen.

2016, tijdvak 2

Bladzijde 214

o y={x+1¥-1
| spiegelen in y=x

x=@+t1y¥-1

(v+1y=x+1

y+1=gx+1

y=3yx+1-1

Dus g is de inverse van £,

o De graficken van f'en g = /™ snijden elkaar op de lijn y = x.

Dus los op fi{x) = x.

Ditgeeft(x +1—1=x
x+1Y¥=x+1
x+1=0v (x+1)2=1
x=-lvxt+tl=1lvx+1l=-1
x=-lvx=0vx=-2

De gemeenschappelijke punten zijn (-1, -1), (0, 0) en (-2, -2).
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Bladzijde 215

[spot ]spot X _ [sput _ ]Sp()t X

_ _ % _ ) X _ e
© a2 O = T @ +d) T B An (2

[spot . X
4 (x2 + 100):
dE_ Lo (P +100) - 1-x-3(2+100F-2x Lpo (2 +100)F = 3x°(x> + 100)¢

dx  4n? (x2 + 100) 4m? (x2 + 100)
Lpot x2+100=3x%  Lopor 100 — 242

4 (24100 4T (x2+ 100)%

o d=10geeft E=

dE Lot 100 — 22

& E M e e 100y
100 —2x2=0
x2=50
x=50="7071...

Dus £ is maximaal voor x = 7,1 mm.

e De horizontale afstand van de rechter spot tot P is 40 — d.
_ 500 25 " 500 25

mchterspotiﬁ. (252 +d2)5 ? (252 + (40 —d)l)%

De totale verlichtingssterkte in P is Eyye o +

500 25 500 25
4m (252 +x2p 4w (252 + (40 — X))

De optie maximum geeftx = 1,92... en v =0,0736... en x = 38,07... en y = 0,0736...
De optie minimum geeft x = 20 en y = 0,0606...

80% van 0,0736... is 0,0589...
De minimale waarde van de verlichtingssterkte is dus minstens 80% van de hoogste waarde.

Het werkoppervlak wordt dus voldoende gelijkmatig verlicht.

Voer in y, =

Bladzijde 216
@ De stelling van Pythagoras in AADM geeft AD* + (DN — 1)* = 1% ofwel AD*> =1 — (DN — 1)?
De stelling van Pythagoras in AADN geeft AD? + DN? =12 ofwel AD* = r> — DN?
Hieruit volgt 1 — (DN — 1)* =42 — DN?
1-DN?+2DN—-1=¢>—DN?

2DN = ¢?
DN =351
o CN=r
MN=1}CMr 1
CD =DM
CM_F_l}DN—r—%(r—l)—;—r+%
Ook geldt DN =372, dus 512 =4r + %
rP=r+1
“—r—1=0

D=(-12-4:1:-1=5

1-+5 1+.3
= =
% 2
vold. niet vold.

Dugr=1-+ L5
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Bladzijde 217
@ Eris cen perforatie als 1 + cos(2x) = 0 A cos(x) =0
cos(2x)=-lax=in+k-m
x=n+k2nAax=;ntkm
x=lntknax=lntkn

=gk
1+ 2x 1 +2cos?(x)— 1 2cos?
i (L2000 )y (L2501 ) gy (20080, )
x—=la\ cos(x) x—in cos(x) x =1\ cos(x)

lim 2cos(x) +1)=2-0+1=1
X =t

~ {1+ cos(2x
iy (25529
X—lsm

+1)= 1l 2eos(x)+1)=2-0+1=1
o) ) rgrllé_n( cos(x) + 1) 0

Dus de perforaties zijn (1x, 1) en (1im, 1).

© 1P=fp)-1=In(p*+1)—len
BP—lg(p)—lln(pzej 1)_1]n(62)+]n(p2+l)_l2+ln(p2+l)_ln(p2+l)l

Dus AP = BP.

Bladzijde 218
@ y=In(>+1)
x+1=e¥

2=eV—1 i

inhoud =2+ [(e — 1)dv = 2afe” ~y] = 2n(e —1~(1-0))=2x(c ~2)

@ v=In(>+1)
| translatie (2, 0)
y=In{(x—2%+ 1) =In{(3* — 4x+5)
Voor het snijpunt geldt In(x?> + 1) = In(x> — 4x + 5)
X+1=x2—4dx+5

4x=4
x=1
F= lﬂ(xz + 1) geett f'(x) = L s 2x
x¥+1 x2+1
= =1
ri)= 1 +1
i . -2
De afgeleide van de verschoven grafick voorx=11s f'(-1) = T -

1 --1=-1, dus de graficken snijden elkaar loodrecht.
Bladzijde 219

@ Voerin y, =125 coq(mx) en y, = 40. Intersect geeft x = 147,62... en x = 596,37...
De droogligtijd is 596,37... — 147,62... = 449,74... =~ 450 minuten.

€® De grafick van / is symmetrisch in de lijn x = 232,
Dus {12 +1, =745

th—=t, =D
20,=745-D
[l ?45 ID
z=h(t)= 125cos( 2 (B 'D)) = 125coq(¢c )
L TS5 2 745
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Bladzijde 220

dz n _ 125x .
=12 ~ " D) geeft ~—=-12 -2 p|-2_= -Zp
Q- SCDS(“ 745 )gee do SS'“(TE 745 ) 745 745 “‘(“ 745 )
dz} 1257 . ( ) 1257 . 1257
— —=——x3T).5 5t} =
LIDD=372w 5 A" 7a5 745 S =774
Dus de helling bij figuur 3 is 172455 1.9.
D=8:10723+1,7z+372,5 geeft%: 241042 +1,7
=
— =17
=l
Dus de helling bij figuur 4 is 1,7.
Bladzijde 221
— (6 0 6 : " . of 3
D 45 - ol )=, , dus een normaalvector van de middelloodlijn van 4B is )
Ix—yp=e T T
MABis(3,1)}C 3:3-1=8

3x —y =8 snijden met k geeft 3(2 +44) — (1 +5) =8
6+12t—1—-5t=8
7t=3

=3geeft P(2+3-4,1+2-5)=P(32,3})

D P2 +41,1+5)
d(P, y-as) =2 + 4¢

T = 2_0 Len m door (0, 2), dus m: y =-1x + 2 ofwel x + 3y =
2+4+3(1+5)—6| |19 1|
d(P,
Em= J10
[19x — 1|
Voeriny, =2 +4xeny, = W

Intersect geett x=-0,168... enx=1,153...
Invullen in 2 + 4t geeft 1,327... en 6,613...
Dus de stralen zijn 1,33 en 6,61.
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13 Limieten en asymptoten

Bladzijde 222
3 _ ; Z 9
(1 JF limx7 9x=1imx(x2 )=1imx=3
xr—3 xc— x-33 xt— x—>3
221
2a—x? . 2a-x* . x* 0-1
b lim —— = = lim = =-1
X—00 (x S a)(_x — g) xoe x2 —g?  xeo a? 1-0
g
1 L] g L 1
¢ lim nwa =1 2 Intx) = lim 2 =—2 -1
.r—>w3+ln(x4) .r—>oo3+4]n(x) xr—o 3 4 0+4
In(x)
2% . ex,QS e.r+e3
d lim = = lim EeNFE) _ oy~ + ) =-2¢7
r—=3 el—ef  xo3 -(e*—¢e’) ¥—3
erJrZ
. e+ ' a2v ' o2 o2 ,
ejggeu+24}%21 9 ikﬂ: 2 T
elt 62,\'
)
In[ — )
. X ) In(x™") ) =In(x) ) -1 -1 3
f lim = =1 = — =-1
¥J02+1In(x?) 510 2+3In(x) «l02+3In(x) =xlo 2 g 0+3
In{x)
. +4=0|2 +8 =
o a De grafiek van f{x)= ;v); _: heeft een perforatie als {;i _3-0 a‘ ft {iixx 7§a :?) B
8+3a=0
3a=-8
a= —2%
b De grafieken van fen /™ snijden elkaar op de lijn y = x, dus f(4) =4
4a+4=4
§-3
da+4=20
da=16
a=4
+4 a . +0
3 ax -1 X _ d _1 . “ ¢ T B
¢ r]l_)n;lc - rh_)rr:g 3 2.0 2% dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 3a.
X

2x —3 =0 geeft x = 11, dus de horizontale asymptoot is de lijn x = 1,
Het snijpunt (11, 1a) ligt op de parabool y = x? als La = (11)?
La=24

a=41
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L ='x2_xvoorx>l
¥ —x 2-(x—-1) 3-x -
©: /w=""-=1" :
2—‘x—1‘ xe—% =%
voorx <1

2—(—x+l):x+1

De verticale asymptoten zijn de lijnen x =3 en x =-1.

X—x xB-x)+3x-x 2x -23-x)+6 6
= = =-x+ =x+—F——=-x—-2+
S 3—x 3—x * I—x * 3—x ¥ 3 —x
li_>m % =0, dus de lijn y =-x — 2 is scheve asymptoot.
X& = Xt D= 2x+1)—-2
f(x)=v v _xx+l)—x B 2x e (x+1) P 2
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1
xlin}mx+ I =0, dus de lyjn ¥ = x — 2 1s scheve asymptoot.
. x2—x +DRx—D—(?—x)1 2x2—x+2x—1-x*+x x2+2x—1
b X)= ft ,, = = =
fo =y eett/'® (x+ 17 (c+ 1y (17

Sx)=0geeftx?+2x—1=0
x+1¥-1-1=0
(x+1)=2
x+l=2vr+tl=-\2
x=-1+2vx=-1-2

vold. niet vold.

2 = o= 1]

De optie maximum geeft x ~-2,41 en y =-5,83 en x = 5,45 en y =-9,90,

De optie minimum geeft x = 0,41 en y =-0,17.

JS{x) = p heeft precies twee oplossingen voor -9,90 < p <-5,83 en voor p > -0,17,

¢ Voeriny =

d Voorx<1:
xr—x

"(x) = 2 geeft =2

£ =2 geeft =
X-x=2x+2
xX2—-3x—-2=0

D=(3Y-4-1--2=17

x:3+\/ﬁvx:3—\/ﬁ

) 2
vold. niet vold.
Voor x> 1:
x2—x
=2 geeft——=2
S@=2geet T
X—x=6—2x

X+x—6=0
x—2)x+3)=0
x=2vx=-3
vold. vold. niet
3= 17

Jlx)<2 geeftx<-1v >

<x<2wvx>3

Bladzijde 223
@ 2 verticale asymptoten:
sin*(x) —1 = 0 A sin(x) # 0

sin’(x) =1 A sin(x) #0
sin(x) = 32 v sin(x) =32
x=in+k2nvx=in+k2nvx=—in+k2nvx=1ln+k 2n

xop[mm]geeftx=-3n v x=—j1T v X=imVvX=3n

Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =-3m, x =iz, x =Imenx =3n.
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sin(x) (sin’(x) — 3) - cos(x) — sin(x) - 2sin(x) - cos(x)
b f)=—7""7 2( - g eft f'(x) = (sin(e) 1) =
sinl(x)cos(x) ! cos(x) — 2sin?(x) - cos(x)  -sin’(x)cos(x) — 'coq(x) - fcos(x)(qinz(x) +1)
(sin?(x) — 1Y’ - (sin(x) - L C o (sin2() -1
£'(x) =0 geeft —cos(x) (sin2(x) + 1) =
cos(x) =0 v sin*(x)=-%

cos(x)=0
x:*%ﬂvx:%ﬁ
-1 -1
104 =y = 2ens ) -
Dus A(-im,-2) en B(im, 2).
—_ () A ™\ _ 57 .
04 =\ » 1715 = OB, dus de lijn door 4 en B gaat door de oorsprong.

Alternatieve uitwerking
De grafick van f'is puntsymmetrisch in O want voor elke p geldt

. osin(-p)  -sin(p)  sin(p)
te) sinf(-p) =1 (-sin(p)? -1  sin¥(p)—1! 1 w).
De toppenl ijn duq elkaars spiegelbeeld in O en liggen dus op één lijn die door de oorsprong gaat.
¢ fO)=—Zy=tmc
(5 s
y
117': %n .
o
C %n E
%:rc\fg 2 %r:

CE=3n—in=in
rc,=-2 geeft ED=2-1n
De stelling van Pythagoras in ACDE geeft CD =11,/5.

: , B o
O- lim £, ,(x) bestaat als an(x + 4px) Llirzl(Zx +q)
4+8p=4+g

q=38p
: , . 1 3_
r11_r>n3 Jp4(x) bestaat als }1%113 (2x +q) 1}\{131(x 4x + p)

6+q=27-12+p

=9+P
g=8pinvullening=9+p geeft8p=9+p
Tp=9
p=13
g=8-13=103

b A(3, 10) is een perforatic als l_i%n}(Zx +q)=10 A lifrsl (F—dx+p)=10
6+g=10A27—12+4p=10

g=4Ap=-5
—4}’
¢ f,, heeft cen extreme waarde voor x = -1 als > " =-1
-4p=-2
=3

hm j‘;q(x) bestaatals g=p +9,dusg=1+9=9;
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0 -

_ a4l et P ke L e+ 2P+

()= 2-2x x2—2x T
2_
L @@ -2942x@ 2+ 2@ +2) T4
x2—2x x2—2x
2a+2) 4
. 2{a+2)+4 X X2 _0+0
_rlgnw x2—2x 7'([21’100 | 2 71_070
X

Dus scheve asymptoot is de lijn y=x+a + 2.
A(2, 3) op de scheve asymptoot geeft2 +a +2=3
a=-1

X +ax?+4 (x? = 2x)(3x% + 2ax) — (x* + ax® + 4)(2x - 2)

Jlo) =35, geeft () = s

Top op de lijnx =1 geeft f'(1)=0
(1-2)3+2a)—(1+a+4H(2-2)

(127 ‘
-3-2a-0=0
-2a=3
a:flé
2x(a+2)+4
De grafick van f(x)=x+a+2+ % heeft een perforatie als
2 —

zowel 2x(a+2)+4=0als x> —x=0.
xt—=2x=0geeftx(x—2)=0

x=0vx=2

x =0 geeft 2x(a + 2) + 4 = 4, dus voldoet nict.
x=2geeft2:2(a+2)+4=0

da+8+4=0
da=-12
a=-3

Dus voor a =-3 heeft de grafick van f, een perforatie (2, 1).

-2x+4 . ..
Echter f (x)=x—-1+ 2oy dus de grafick van ', is geen rechte lijn.
B

Dus voor geen enkele waarde van a is de grafick een rechte lijn met perforatie.

=S
e

verticale asymptoot:
e*=1=0ace"+1#0
e*=1
x=0
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 0.
horizontale asymptoot:

b €L 0+
r=-eg¥—1 0

lim 1

X—> o0 e’(—l B

|

1+L
e +1 g¥_1+0_
1 1-0
T aw

e
Dus de horizontale asymptoten zijn de lijnen y=-1eny =1,
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-3 +4+x2 -BP+x2+4

voor x* — 4 < 0 ofwel x < 34

3 2 % 2 _
bf(x)=‘x 24‘+x _ xr—1 i |
xt—1 ¥—4+x? ¥P+x-4 > ¥a
o 21 vVOOor x =
verticale asymptoten:
x2-1=0
=1

x=-lvx=l1
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =-1enx=1.
scheve asymptoten:

x<34

o +4 -1 -+ +4 xP—x +4 g = 1ok | —ptll x5
2_ - 2 e T 2 =-x+l+—
xc— 1 x*—1 xt—1 x%—1 x*—1
it )
iy ; 2 + i ;
len}m xf_ 15 =len_1w xilx: (1) 78 =0, dus de lijjn y =-x + 1 is scheve asymptoot.
JC2
xZ-%/Z
P+x2-4 xx2-1)+x+x2+4 Pt h < e B 45
= =x =x+ = 1+
x2—1 x*=1 x-1 x2—1 -1
1.5
. ¥485 . K F 040 .. .
rh_r)nw A1 dm “1-0 =0, dus de lijn y =x + 1 is scheve asymptoot.
2
1 3 I
L]
| |
| !
| I
| |
| !
| I
| |
| !
| I
| |
| Iy 4
| I
4 I
I~ z1
| NL7o
2 A
R4 N
/1 15N X
// | (o] I \\
s : : .
P | ! R
// | : S
// : ! \\
e | I N
y=x+1, : : Sy=xH
// | I \\
’ | | N
S | | M
Ve | I N
i ! : AN
x=-1 Xi=a]
) =2 1+
c f)=2x—1+———
: In(x) -2
verticale asymptoot:
In(x)-2=0
In(x)=2
x=¢e?
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = 2,
scheve asymptoot:
1
I o S
= ln(X) =2 = e | 2 1-0
In(x)

Dus de scheve asymptoot is de lijn y = 2x.
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In(x) — -o0 ln(x) -2 In(x) — oo 2 1-0

In(x)

lim (Zx -1+
x]0

In(x) )
In(x) — 2

Dus de grafiek van /' nadert de oorsprong als x naar O daalt.
y

Bladzijde 224
© a verticale asymptoot:
2e*—4=0
2ev=4
e¥=2
-x=In(2)
x =-In(2)
Dus de verticale asymptoot is de lijn x =-1n(2)
horizontale asymptoot:
lim it I lim —ez.r+e'r=m=0

=026 =4 xo-02-—4e* 2-0
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.
Voor x naar e gaat de teller ¥ + 1 naar oneindig en de noemer 2e™ — 4 naar -4, dus f{x) gaat
naar min oneindig. Er is geen sprake van een scheve asymptoot.

- e +1
b fix)=-1 geeft e —a |
e*+1=-2e"+4
e¥—3+2e%=0
e¥ —3e*+2=0

(e*—1D(e*—2)=0
gF=1 wat=2
x=0v x=1In(2)

yfi=eel

(
(
|
|
1
|
|
1
|
|
|
|
1
|
| In(2)
T
|
|
1
I
|
I
I
|
|
|
|
|
|
|

x=-In(2)
fx)>-1 geeftx <-In(2) v 0 <x <In(2)
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c

e+ 1 (2e%—4)g¥—(e¥ =+ 1)-—26:"“:2—4:3”+2—2@‘“":4—46:*—2&“‘c

¢ fix)= geeft f(x) =

2 —4 (e~ (2ex—4p (RarF—
4-4-2_-2_
{4 0 — L
10) a-ap 4
fl0)y= % =-1, dus 4(0, -1), dus B(-2, 0).
O(AOAB)=1-2-1=1
vgrticale asymptoot:
q—a:O
¢ =a
L i
;‘: 1
In(a)
Dus de verticale asymptoot is de lijn x = L.
In(a)
horizontalle asymptoot;
. er . 2e 2-1
lim — = lim — =
XxDeer—g  ioegi—g  l—a
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = %
—da
Het snijpunt van de asymptoten in het punt (1 2 )
s P P @) 1-a )
. 1
Op de lijny =x — 1 geeft = =1,
p de lijny=x—1 geeft ——— n@
. 1
Voerin y, = T 2= (s =
Intersect geeft x = 5,700...
Dus a = 5,70.
1 Nogat, L o nr 1
Jadx) L eeft f'(x) (e -a) 2 2T ok gl aet
a\X) = 7 a \X) = 1 = 1 = i
- (e —a)? 2 (d—a) 2 (dt—a)
ae

Ji/(D) =2 geeft

2(e?—2ae +a*) =ae

2e?—4ae +2a*°=ae

242 —5ae +2e2=0
D=(-5e)*—4-2-2e*=25¢&* — 16e? =9¢?

a_56—3e_l _S5et3e
4 5 4
Dus voora=1¢ v a=2e¢.
1 1
. ; er 2¢r
x en y verwisselen in y = — geeft x = —
e —da e —a

xei—ax=2¢
(x— 2)e.-l" =ax

e+= ax
Cox-2
nl2)
—=In
y x—2
1
Y=~
ax
|
n(x—Z)

1

Dus /i"™(x) =
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@ a verticale asymptoot:
In(x>)+1=0
In(x?)=-1
a=e
x=eivx=-e:
Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x =¢Zenx =-¢2,
horizontale asymptoot:

1
1 —p——
In(x?) — 1 In(x?) — | In(x* -
im ot =1 _ lim ) =L lim o) 1-0_ |
xow () + 1 vo-e In(x?)+1 r—oe 1 1+0
In(x?)
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
1
1 A A
" In(x’)— 1 y In(x) 1-0 {
x—>0]n(x2)+1 x—=0 1 1+0
In(x?)
Dus de perforatie is het punt (0, 1),
In(x?)— 1
=3 b ol L.
¢ f(x)=xz geeft G+ 1
3In(x*)+3=>5lnEx>) -5
-2In(x*) =-8
In(x?)=4
x?=egt
x=¢vx=-¢?
¥
| |
I |
| |
| |
| I
| I
| |
I I
| I
| |
] I
| I
————————————————————————————————— ﬂ——n——%———————————————————————————————————y:1
——
\ 1 ! /’—_
T T X
X =-e° I o | x=e?
I i
| |
] I
| I
| |
I i
| |
I I
| I
I [
X=-ez X=€

flx)>geefix<-e?v-eT<x<erv x>el
d fle)=4 dus A(e,}).
(In(x?) + 1)-%-zx—(m(x2) - 1)~i2-2x
X X

CIn(x?) -1 o
SO = ey 71 B S0 = (In(?) + 1)2
_2In(x)+2-2In(x?) +2 _ 4
a x(In(x2) + 1)?  x(In(x?) + 1)?
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4 _ 4 _4
e(In(e®) +1)? e2+1) 9¢

Stel de raaklijn k: v =ax+ b meta = f'(e) =

4

b= x+

) Qex b%eﬁ-b

1
Ale, ) $ipoL
b=t

v=ixflsnijdenmetdex-as geeftixf'—=0

T 9 ¢ 9¢" °
dx—e=0
4dx=¢
x=1e

Dus B(le, 0).

14 Meetkunde toepassen

@ a Stel BC=x. Danis A4B=x\3 en 4C=2x.
omtrek = 6 geeft x + x\/3 +2x=6

(3+\F
)" 6 3-3 6(3—\5):3_\/§
3+\/_ 3+3 3-\3 93
Dus BC=3-+3endB=x3=(3-3)/3=33-3

b Teken PO loodrecht op BC.

45°
30°

A
Stel CQ = y. Dan is PO = /3, CP—nyenBQ=y\/§.
BC=3-.3enBC=y+y3 geeft
y+nf3=3-3
y(1+y3)=3-3
3—8_ 3~43 1=+8 F-35—/3+3 _ 4\/§+6
']"=1+\/_=1+\/_.1—\/_= 1-3 —2y3-3
Dus CP=4\3-6en AP=AC—CP=2(3-./3) - (J‘ 6)=6-23-43+6=12-6./3.

Bladzijde 225
@ Teken AM en teken MD loodrecht op 4B.
c

; 45°
e B

Stel MD=r Danis AD=ren AM=r+1.
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AMr\/_}ﬁ ]

AM=r—+1 ﬁ*]":l

1 1 V241 2+1

= +
Z-1 2-12+1 2-1 V21
Dus AF=2r+1=2(2+1)+1=2\2+3.

BF=CF=AF=2\2+3enAB=AC=2(22+3) =4 +3.2.
Dus de omtrek van AABC is AB+ BC+ AC=4+3J2+2(2y2+3) +4 + 32 =14+ 102.

€® Stel de lengte van de ketting x.
Neem eerst4 <x < 6.

Oppervlakte = {-m(x — 472 + 3 - + ;- m(x — 2)?

Voerin y, =4+ m(x — 42 +3 w2 + ; n(x — 2)? en y, = 90.
Intersect geeft x =5,712... en dit voldoet.

Dus de lengte van de ketting is 5,7 m,

@ Stel Lk, 1) =2a.

A

1 a2
cos(2a) =1 — 2sin (a)} 8 1 26in%a)

cos(2%) =i 2sind(@)=1-4 =%
sin®(a) = 35
sin(a) =2 v sin(a) = -2
vold. vold. niet
DN  x
sin(£ DMN) = sin(a) = MN 3+ 12 X 7%
sin(a) =2 12
: Tx=6x+24
x=24

Dus MN=3-24+12 =84 cm.
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a k3x+y—-6=0
® ~|3-2+2-6] 10

d(M, k)= Narat f\mf\/ﬁ
Dus ¢;: (x + 22+ (¥ — 22 =10,
b d(M, k)= /10
¥
/ X
k

r2=(J102+22=10+4=14
Dus c,: (x +27+ (y—2)2 =14,
¢ m loodrecht op & geeft m: x — 3y =c.

d(M, m)=/10

|=2—3 2—8

—=/10
o Ve

|-8 —c| =10

8—c=10v-8—c=-10

c=-18vec=2

Dusm;:x—3y=-18enm,. x—3y=2.
d Stel n: v =ax —2 ofwel n: ax —v—2=0.

Dag—2 —2
M=\/ﬁ

at+1
-2a—4| =/10a> + 10
4a’+16a+16=10a>+ 10
-6+ 16a+6=0

d(M, n) = 10 geeft

3a*-8a—-3=0
D=(-8—-4-3--3=64+36=100
L 810 o 8-10_
6 6 }
Dusn;:y=3x—2enn, y=—3x —2.
Bladzijde 226
@ a ¥
y o, 4) k
. N
)
2 \\
)
1 (o]
A2, 1) B(6, 1)
(@] 1 2 3 4 5 6 =
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#()- ()AL

.. =3"1_3 _3

5 2-6 -4 4

gC:_119=6‘%f+b}_%.6+b=

oor B6, 1) | _gl4p=1
b=53

Dus BC: y =-3x +53.

1

Snijden van k en BC geeft | +A=-3(2+ 1) +53
4+41=-3(2+1)+22
4+41=-6-31+22
TA=12

A=13

A=13geeftx=2+13=33eny=1+15=23

Dus S(32, 22),

AB=\[AZ+32=25=5

_ . [256 4 144 _
9 T 49

B =33 -6 + (25~ 17 = V(5P + (3 =
CS=5-25=0
BS_%_20_4
cs % 15 3| BS_4B
A_B:i cS AC
A 3
¥
4 C(2, 4)
..
™
\ S
2 ] \
N
[e] \X
Q x
il A2, 1) U B(6, 1)
o] 1 2 3 5

2
p=4eng=>5 geeft? =(1)
Dus 7(2, 21).

()4

Dus U(34, 1).
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— 2 — — 1 — — -1
MA = (_1), dus AB = M4, = (2) en AC =MAR=( )
Dus B(5, 4) en C(3, 0).

@ Het zwaartepunt ligt op de x-as.

¥
I\
]
: N
| N
m :Z m, ms
& @ < < X
. 3 43 16
N :
AN :
\!
m=3-4=12,m=3-2=6enm=1-4=4

Dus het zwaartepunt ligt 335 rechts van O op de x-as.

Bladzijde 227
@ a x(1) = cos?(f) — cos(r) geeft x'(£) = 2cos(¢) - ~sin(r) + sin(f) = -sin(27) + sin(r)
v(1) = sin(?) geeft y'(r) = cos(t)
raaklijn horizontaal geeft (1) =0 Ax'(f) #0
cos(?) =0 A —sin(27) + sin(t) # 0
t=in+kom
—ﬂStSngeeftt:—én v t:%ﬂ
t=-im geeft (0, -1) en = in geeft (0, 1).
dus de raaklijn is horizontaal in de punten (0, -1) en (0, 1).
raaklijn verticaal geeft x' (1) =0 A y'(£) #0
-2sin(t)cos(r) + sin(t) =0 A cos(f) # 0
sin(f)(-2cos(f) + 1)=0 A cos(f) #0
sin(£)=0 v cos(f) =%
t=kmvt=in+k2nvi=-in+k2n
n<t<mgeeftr=-nvi=-invi=0vi=lnvi=n
t=-ment=mgeeft(2,0)
t=-Ln geeft (-1,-1y3)enr=ingeeft (-1, 1/3)
t =0 geeft (0, 0)
Dus de raaklijn is verticaal in de punten (2, 0), (-1, -3y/3), (0, 0) en (-1, 1/3).
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b

~l

_ (cos*(t) — cos(t)
0= ( sin(?) )
(0= (sin(Zt) + sin(t))

cos(?)

=

V(0)= ((1)), dus de baansnelheid is 1.

x = 0geeft cos?(f) —cos() =0
cos(f)(cos(t) — 1)=0
cos(#)=0 v cos(r) =1
t=in+kmvi=k2n
-n<t<mgeefir=invi=0vi=in
t=1m geeft (0, 1)
o (—2cos(2:) + cos(t))
a(r)= .
—sin(?)

(—sin(rr) + sin(é—n))(—Zcos(n) + cos(%n)) (1)( 1 )
(r) = cos(in) -sin(?) RUARIANN
Akl = (—sin(n)+sin(%n)) - (1) 1

cos(im) 0
Dus de baanversnelling als P de positieve y-as passeert is L.
Voor elke p geldt x(-p) = cos*(-p) — cos (-p) = cos*(p) — cos(p) = x(p) en
v(=p) = sin(-p) = -sin(p) = -v(p)
Dus de baan van P is symmetrisch in de x-as.
x =3 geeft cos(f) — cos(f) =3

cos(f) —cos(f) —3=0

(cos(r) — 13) (cos(r) +3) =0

cos(f) =11 v cos(t) =-1

t:%ﬂJrk'ZTE v t:*%n+k'2n

-n<t<mgeeftt=3nvi=-in

(=3 geeht C(3. 1)

t=-%x geeft D(3,-1/3)

x = cos?(f) — cos(f) en v = sin(7) substitueren in ¥ = x? geeft
sin(7) = (cos’(r) — cos(r))*

Voer in y, = sin(x) en v, = (cos*(x) — cos(x))>.

Intersect geeftx=0cny=0cnx=2,182... eny=0,818...
Dus E(2,18; 0,82).

. PR B
x'(H=2t—4eny'(r) 2y 2t 2+l
raaklijn horizontaal geeft y'(£)=0Ax'(H) # 0

21=0A2t—4#0
t=0
t =0 geeft het punt (0, In(1)).
raaklijn verticaal geeft x' () =0 A y'(£) # 0
2t-4=0A2t#0
2t=4
(=2
t =2 geeft het punt (-4, ln(4%)).

b x=0geeft?—4r=0

Ht—4) =0
t=0vir=4
B 2 — 4t
i) = ln(t2+%)
2t—4
Y=\ 2
s
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2:4-4 4
t=dgeeft v(d)=| 2-4
4247

W) =&+ (17 =165 :
Dus de baansnclheid waarmee P de positicve v-as passeert is \/1670g.
¢ y=0geeftln(2+1)=0

Il
i
| ce
o
Il
—_———
br{ =N
\"‘-——"

g+i=1
B—%
t=L vt=-1/2
_ e (B 2202 2p+1-42 -22+1
y'(®= B+ ngeeft (= (2 +1) TR (A
a(n= *2t2+1
2-L2-4 2 a4 5
238 |, [~z (L3P +1 -¥2 | .[-1+1 -\2-4)\ (2
b)Y \CRT) \Td) X 1) e (3
2 2L L F—4 (-\E—4)‘
2\/_ _\E ’\E
(é 2)° +1 1t3
- el /8 228 _ | g3
JOVZ-47+ (2 \2+82+16+2 \20+82

Dus de baanversnelling is 1,94.
d x=qggeeftr—4dr=g¢q
(t—2y -
(-2P=q+4

t—-2=\g+dvit-2=-Jg+4

t=2+\g+4vit=2-qg+4
AB=y(2+\q+8) —y(2=Jg=a) =n((2+ JgT4)" + ) —In((2 - Jg+4)"+ 1)
Voerin v, =In((2 + x = 4)* +1) = In((2 - x4’ + L) eny, = 1.

Intersect geeft x =-3,69137...
Dus g =-3,6914.

e k:3x+2y=15geeftre,=-3

y'a _
—— =2 geeft y'(1) =-3x'(¢
xl(t) 2gee’ Y () x()
2t
ﬁ+{>am—®
Voer in y, = eny, =-2(2x — 4).

2ol
X +;

Intersect geeft x = 1,66008...
t=1,66008... geeft x =-3,884... eny = 1,180...
Dus C(-3,88; 1,18).

Bladzijde 228
@Dax=3-6t-9=0
x'(f)y=0geeft32—6:1-9=0

-2t—3=0
(t+1)(r-3)=0
t=-1vi=3
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—

ok i €0

max, is x(-1) =5 en min, is x(3) =-27,
Dus x = p snijdt de baan in drie punten voor -27 < p < 5,
v=0geeftr?—1=0
£=1
t=1v t=-1
t=1 geeft(-11, 0)

i) (3;‘2 —26:— 9) ot 2l (6t2— 6)

-12
V(D) =( 5 ), dus de baansnelheid is \/(-12)* + 2% = /148 = 12,17.
12)_ 0)
2 2 4

NN

0
a(l)= ( 2), dus de baanversnelling is a,(1) = 0,33.

y=3geeft £—1=3
=4
=2 Vit==2
t =2 geeft het punt A(-22, 3) en t =-2 geett het punt 5(-2, 3).

—_ 79
v(2)=( A ) dus rc, = -3.

ky=-3x+b
door A(22 3)} o RT3
U
b=-64

Dus k: y =-3x — 6L.

oy 15
Vi(-2)= (4), dus re, =-1.

m:y=-fsx+ b}

—&-2+b=3
door 4A(-2, 3)

E+b=3

b=21

Dus m: y = —15x + 2.

k en m snijden geeft —3x — 65 =-sx + 2%
-20x — 305 =-12x + 111
-8x =416
e V)

x=-52 geeft y = 165

Dus S(-52,16%).

15 Afgeleiden en primitieven

@ a /()= (22— I3x)e” geeft ['(x) = (2x — 13)e* + (22 — 13)e" = (¥ +3x — 1j)e*

f(x)=0geeft 2 +3x—15=
(r=Dlx+15)=0

x=1 vx=—l£—
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I
ol
o]

max. i £(-19) = (150 ~ 15+ 1)ed = abet
min. is f(1)= (1— 1})e' =-le
b /") =2+ + (& +1x - 1)er = (2 + 2x - 1)e*
f"(x)=0geeftx?+21lx—1=0
2x2+5x—-2=0
D=5-4-2.-2=41
_-5-41 _-5+./41
R 4
De x-codrdinaten van de buigpunten zijn - 1% —+/41 en 1% + 1/41.
¢ f1(0)=-11ed=-11<0
[0y =-¢0=-1<0
Dus toenemend dalend.

X X

#(1%) =0, dus (1L, 0) ligt op de grafick van f.

719 = (253 1ett= 1oy
ky=11 ‘x+b
y 2]e\/g x+ }Zﬁe\/e_+b—0
door(l;,O) |
: b=-25e\e

Dus k: y = 1te /e -x—2te /e is de eerste gezochte lijn.

Raaklijn door (1 %, 0), dus de x-codrdinaat van het raakpunt volgt uit f'(x) = f(xi T
X — 15
! ! (x? = 13x)e 2
(o +3x — 1)e" = 11
¥, P 15
(2119
X — 15

(x+ l)(x— 1%) =0

x=-1lvx= 1%
vold. vold. niet

o= (-1)= (1= }= e =-et =2
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l1-—lx+b 1

door (13, 0) ©

Dus : y = —elx + % is de tweede gezochte raaklijn.

e Ergeldt //(0)-rc,, =-1, dus-15-rc, = -1
=2
Ic, =3
Dus m: y = 3x.
Voer in y, = ()c2 — l%x)e"v eny, = %x
Intersect geeftx =0 enx=1,630... en v =1,087...
Dus B(1,63; 1,09).

@ a = 2I —In(x)

1 1 1 :
fz()_F_;_T—;=x'?—x‘l
-1 1
@ =—prttert ol
" 1:
J2"(x) =0 geeft —— r\f xz 0
x7 gx\/;c
X2 =2x\fx
oy e =2xx

Xx=0v Jx=2

x=0 wvx=4

vold. niet vold.
SH(4)=4-1n(4)

¥
12
:
|
|
|
|
|
!
o 4-In{)

Het buigpunt is (4, 4 — In(4)).
b /() =pyx ~Inx)
_px 2 _pfx-2

j;'(x)=zi\/£_ 2 2x ¢
£(x) =0 geeft p\x—2=0
pNx= 2
\/__

PR "
o

Het punt (

| —

= I

SHES

)) op de cirkel met middelpunt O en straal 3 geeft

@ Noordhoff Uitgevers by Gemengde opgaven 155



[

K412 =9

2 2
ERR
P P
. 4 2 41\
Voer in y; = (x_z) i (2 = ln(F)) eny,=9.

Intersect geeft x = 1,185... en x = 3,258...
Dus p= 1,19 of p = 3,26.
. T N = - — r — P
flx)= e geeft f'(x) =-3e7" en g(x) = pyx geeft g'(x) = -
2\x
De graficken van f'en g, raken als f(x) = g (x) A f'(x)=g,'(x)

e

i —et e \x=p

e 1
>0en-e> x<0.
X

Dit stelsel heeft geen oplossingen omdat

Er is dus geen waarde van p waarvoor de graficken elkaar raken.
De graficken van f'en g, snijden elkaar loodrecht als f(x) =g,(x) A f'(x)-g,'(x) = -1
et =pfr A -tetr Lo
L 2x
e X 4\/3_6
=— A = .
P APTLE

. Rl 4x
Voerim vy, =—= A y,=—1-
X -5 X

Intersect geeft x = 0,203...en vy =2,
Dus voor p = 2 snijden de grafieken elkaar loodrecht.

Alternatieve uitwerking
De grafieken van f'en g, snijden elkaar loodrecht als f(x) =g,(x) A f'(x)-g,"(x)=-1
e =pJx A *%e'é‘x-izfl
2 2\/}

i 1, ; 1. P I P
Substitutie van e=¥ = p\/x in -1¢=*- =-1geeft5px - ——==-1
pyxin- 2\/; g spx 20

=im]
4
p=4
p=2vp=-2

vold.  vold. niet
Dus voor p =2 snijden de graficken elkaar loodrecht.
De graficken snijden elkaar voor x =1, dus /(1) =g,(1)

et=pyl

p=e¢*

I
|
|
I
|
:
|
&) 1
| | l
O(I/) = f(f(x) - ge—!-(x))dx = f (ei%—" S e’% -xlﬁ)dx = [_2375'\’ _ %87%')6[%]0
g 0
=2gt-Zet - (-2 - Zed 0] —-2et-Le P+ 2402 -2 2%
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Bladzijde 229

D a B

D

In AADR is sin(a) = % cos{a) = %

DR = AR sin(a) AD = ARcos(a)
DR =12 sin(a) AD=1,2cos(a)

In AAEQ is cos(a) = 2E

AQ
AE = AQcos(a)
AE =0,3cos(a)
AP =2-0,3cos(a) = 0,6cos(a)

0,6

BD=AB—-AD=10,6 +0,6¢cos(a) — 1,2 cos(a) = 0,6 — 0,6 cos(a)

In ABDR is BR* = B[ + DR?
BR*= (0,6 —0,6cos(a))* + (1,2sin(a))*
BR?=10,36—0,72¢cos(a) + 0,36cos(a) + 1,44 sin*(a)
BR>=0,36 —0,72cos(a) + 0,36 cos*(a) + 1,44(1 — cos*(a))
BR?=0,36—0,72cos(a) + 0,36cos*(a) + 1,44 — 1,44 cos*(a)
BR>=1,8 — 0,72 cos(a) — 1,08 cos¥a)

Dus BR = /1,8 — 0,72 cos(a) — 1,08 cos*(ax).
b BR>1 geeft /1,8 — 0,72 cos(a) — 1,08cos*(a) > 1

Voer in y, =+/1,8 — 0,72 cos(x) — 1,08 cos*(x} en y, = 1.
Intersect geeft x =~ 0,94.
Dus de lengte van het vitgerolde dock is meer dan 1 meter bij een hoek van 0,94 rad of groter.

dy
¢ v=1,08cos’(a) geeft A 2,16¢os(a) * -sin{a) = -2,16sin{a) cos(a)

da
L=BR=/18-0,72cos(a) — 1,08 cos’(ct) geeft
dL 1

= - (0,T2sin{e) — 2,6co8(a) +~si
da 218 —0.72c08(a) — L08cos(ey O/ 2sin(@) = 2,6c08(a) ~sin(c)

_ 0,36sin(a) + 1,08 sin(a) cos(a)
J1,8 = 0,72 cos(a) — 1,08 cos?(ar)

dy i .
di =0 geeft 0,36sin{a) + 1,08sin(a)cos(a) =0
o

0,36sin(a)(1 + 3cos(a)) =0

0,36sin(a)=0v 1 +3cos(a)=0

sin(a) =0 v cos(a) = -3
a=k-nva=191+k-2rva=-191+k-2zn

L—
o] 1,91 T

Dus BR is maximaal bij een hock van ongeveer 1,91 rad.
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Bladzijde 230
Da c " x+AC=25dus AC=2,5—x

In AABC is AC?+ BC?= AR?
(2,5 —x)?+BC?*=12,5?
2,5-x 2,5 6,25 - 5x+x2+ BC?=6,25
BC?=5x—x?
) BC=/5x—x*
g 5 AAED » AACB
AE _ED
AC CB
5 25
E D L5-x  a
o 2,5—% «JSx—22

A a(2,5 —x)=(1,5 — x)y/5x — x?
. (1,5 —x)\/5x —x*

25—x

— / )
b Voerin y, = (1,5 ~)y5x — x !
25—x
De optie maximum geeft x ~ 0,66 en y =~ 0,77.
Dus de maximale waarde van a is ongeveer 0,77 m.
De onderkant van de deur is dan ongeveer 66 cm omhoog geschoven,
¢ Het dak van een 1,5 meter hoge auto moet minimaal 77 ¢cm van de deur verwijderd zijn om de garagedeur te
kunnen openen of sluiten.

Bladzijde 231

AQ +BR=25,dus BR=2,5- A0 =25 —x
In AARB is AR* + BR* = AB?
(a+z)y+(2,5 —x)P=25
(a+x)*+625-5x+x2=6,25
(@+%)?=5%x—x"
A= \/ﬁ
a=-x-+ \/W

da 1 8:—=2x%
& (-2 =1+
dx 2/5x — x? ( v) 2./5x — x?
da 5—-2x

94 _ 0 geeft-1+——2_—0

dx Bee 2+/5x —x%

§—2 |
2\/5x —x?
25x—x2=5—-2x
kwadrateren geett
4(5x —x?) =25 —20x + 4x2
20x — 4x? =25 — 20x + 4x?
8x2—40x+25=0
D=(-40)> —4-8-25=1600 — 800 = 800
_40-./800 40+ /800

X Vv X
16 16
vold. vold. niet
a

I
|
|
I
|
|

(o] 40 - V80O X
16

De onderkant van de garagedeur komt maximaal

(40— 800 /. 40— 800 _ (40 - \/800)2
16 16 16

=~ 1,04 meter naar buiten,
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-5

A

d

x=p

L=f(p)-gp)=\25-pP - (Gp-4)=\25-p -ip+4

dL 1

dL
— =0 geeft
i gee

:—.72
dp B2 PV 3

3 P

i

P 3

V25-p2 ¢
4p=-3yB5— 7
kwadrateren geeft
16p* =9(25 - p?)
l6p* =225 - 9p°
25p* =225
=9
p=-3vp=3
vold.  vold. niet
L

-5 -3

0 5 F

De maximale lengte is 25 — (-3)2 —3--3 +4 =105

Y

N

-5

x=p

L=hip) = f(p)=-5p + 1025 = p?
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dL _ 4 1 pmd P

4 iy P e
dL P
0 geeft N
3p=4,25-p?
kwadrateren geeft
9p? =16(25 - p?)
9p? =400 — 16p?
25p% = 400
=16
p=-4 v p=4
vold. niet vold.

4

dp

L

|

|

| 1
-5 0 4 5

De minimale lengte is -5-4 + 10 — 25 — 42 = 13.

P

e 1 P
@ a flx)=-3+2x+ 3 geeft 1'(x) B

g (x)=p-(x—3) geeft g,/(x) =p, dus g,'(x) = 1.

' - 1 —
fO= =1
tan(a) = 1 geeft « = 18,43...°
tan(f) = | geeft f =45°
f—a=45°-1843.°=26,56..°
Dus de hoek tussen de grafieken is ongeveer 26,6°.

b De grafiek van f gaat door het punt (3, 0) en de grafiek van g, gaat voor elke p door (3, 0).
De graficken van f'en g, snijden elkaar loodrecht als f(x) =g ,(x) A f'(x)-g,'(x)=-1
1

=3 p=-1
X A %+ 3 P
x=3Ap=-+2x+3
Xx=3Ap=-,6+3
x=3Ap=-3
Dus voor p =-3 snijden de graficken elkaar loodrecht.

¢ [3)=%
tan(a) = § geeft a = 18,434..°
p=tan(18,434..° + 50°) = tan(68,434...°) = 2,530... of
p=tan(18,534..° — 50°) = tan(-31,565...°) = -0,614...
Dus p=2,53 of p=-0,61.
d TAls de grafiek van f'tussen 0 en 3 boven de grafick van g, ligt.

3 3
0N = [(ftx)—glxndx= [(-3+@x+3)—p(r—3)dx
~[aer 3 e -3 =9 + 49 = bp0= (04138~ 1p-9)
=9:+9 - O~ B+4pp=43p — 3
O(V)=4\3 geeft43p—\3=43
45p=5\3
=153
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IT Als de grafick van f'tussen 0 en 3 onder de grafick van g, ligt.
3
oM = [(gx)~fw) dx=-41p+ 3

0
O(V) =43 geeft-43p+\3=43
-43p=3\3
p=yB

Dus de oppervlakte van ¥ is gelijk aan 4/3 voor p=13/3 v p=-23,

@ a De hypotenusa van de drichoek is de grafiek van de functie g (x) =-x + 4.
Noem het lichaam dat ontstaat bij wentelen van 7 om de x-as M.
fix)=0geeft x> —x=0

x(x—1)=0
x=0vx=1
() = g(x) geeft x> —x =—x + 4
x2=4
x=-2 v x=2
vold. niet vold.

2
KL) = I(kegel) — (M) =31~ 4%+ 4 — (fcf(xhx)zdxﬂn-zz-z)
1

2
=21§1c71cf(x4*2x3+x2)dx—%7t
I

b f(x) =gp(-x) geeﬂ 2—x=-x +p
x2=

P
X p Vv X= _\/];
vold. vold. niet

o) =0()
oWy =3OV + W)
OW)=33p"p

»
f(xz—x) dx + f(*x-%p)dx:ipz

[3 = P+ -5+ ] = 37

NP —1p— (3-8 +-3p7 + p? — (3p + pp) = i?
NP =3P 5 T ap P PP =
Spp i =0

Voer in y; =-2x\x + 12 + 1,

De optie nulpunt geeft x = 0,48565... en x = 6,91700...
Dus de vlakdelen ¥ en ¥ hebben gelijke oppervlakte voor p ~ 6,9170.

Bladzijde 232
=l= =1 ’ . 72_,L
D a 1) L =¥ geeft f1(x) = -x7 = =
Ste1y=ax+bmeta=f'(2)=—21—2=—§
1
"_4X+b} | !
-t2+b=1
&=z | qipy
b=1
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=_1
E‘f}(’) Tt 1} L4+1=0
@,0) “1+1=0Klopt
Dus de raaklijn in het punt met x-codrdinaat 2 gaat door 4.

4 4
b O(V)=}l~4+ff(x)dx=l+f%dx=l+[1n‘x|ﬁ = 1+1n4)— In(}) = 1 + In(4) — In(4™")

=1+ ln(j) +In(4)=1+ iln(4) =In(e) + In(16) = In(16¢)
¢ rc,~=-1,dus f'{x)=-1

1
,x_2:,1
=1, dusx=1.
];=—x+b}
1 — -1+b=1

Dus de formule van de raaklijn is y =-x + 2.
Het snijpunt van de raaklijn met de y-as is (0, 2), dus a = 2,

16 Examentraining

Bladzijde 233
@ y=0 geeft cos(2r)=0
2= %n +hkw
t= iﬂ + [ %n
De eerste keer, dus £ = .

2 6= (cos(3t))

cos(2¢)
S A —3sin(f—17c)) (-2
V(“n)_(—Zsin(%n) ( -2 )

vim) = JC13V2) + (27 = |f8) =434

® cos?(Lx) —cos(ix) -2=0
(cos(ix) +1)(cos(tx) —2) =0

cos(lx) =-1 v cos(lx) =2
lx=n+k-2n geenopl.
x=2n+k-4n

5 £-1t+1 S 2t—1%
(34) r(t)=( M )geeft V(E)_(ztz)

W) =21+ Q-2 = /a2 -2+ 1+ 42 — 8+ 4= \[82— 10¢ + 4}
v(?) is minimaal als 82 — 10z + 4} minimaal is. Dat is voor ¢ = —% = % =3

ool

= ,% geeft het punt (1 65—4, 75)‘

@ Raken, dus f(x) =g(x) A f'(x)=g'(x)
1

4 B = By e By

X-=ax+ Azﬂ X=a

ﬂ=ax+5/x - =q

5 —x2

162 Gemengde opgaven ® Noordhoff Uitgevers bv



X

Substitutic van a =

in 35— =ax+5 geeft J5— a7 =———-x+5

5—x V3—x
5—x2=-2245/5—x%
5=5.45—x*
1=5-+
1=5-x2
xt=4
x=-2wvx=2

2 2 -2 -2

=2 geefta = - =2enx=2geefta= = =-2
X geefta N ENET en x geeft a NN

Dus de grafieken van f'en g raken elkaar voor ¢ =2 en voor a =-2.

€ Jlog(x+ 1) =4+ flog(x — 1)

Rl -1
loglx+ 1)=4+ %
3
Nog(x — 1)

Slog(x+1)=4+ =
Slog(x + 1)=4 - 3log(x — 1)
Nog(x+ 1)+ 3logx—1)=4
log(x+ N(x—1)=4
Slog(x*—1)=4

K] =34

x2=82

x=+82 vx=-,82
vold. vold. nict

€ Stel 7 de straal van c.

C
0
30 E
ra
F - 7
r r
30°

A B

D
Danis AF=r, FC=r\3, AC=r+ry3endB= (r+r/3)-\3=r3 +3r.
O(cirkel) = r?

0(8ABC) =55+ AB-AC=}(r{3 +37) (r+ r3) = (V3 +3)(1 + \3) - 2
LB+3)(1+3)=3,232...enn=3,141...

Dus de oppervlakte van de cirkel is minder dan de helft van de oppervlakte van AABC.,

@a D 2 G

A " ||

E

sin(x) = % gecft DE = AD - sin(x) = 2sin(x)

B

AE
cos(x) = 1D geeft AE = AD - cos(x) = 2cos(x)

AB=2+2-AE=2+2-2cos(x) =2+ 4cos(x)
O(trapezium) = X(AB + CD) - DE = (2 + 4cos(x) + 2) - 2sin(x) = sin(x)(4 + 4 cos(x))
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b O'(x) = cos(x)(4 + 4 cos(x)) + sin(x) - —4sin(x) = 4cos(x) + 4cos?(x) — 4sin’(x)
Voer in v, = 4cos(x) + 4cos?(x) — 4sin’(x),
De optie nulpunt geeft x = 1,047...
x = 1,047... geeft O(trapezium) = 5,196...
Dus de maximale oppervlakte is 5,20.

D Cos(zx_%ﬁ) =Cos(x+%n)
2x—tm=x+in+k2n v 2x—in=-x—in+k2x
x=in+k2xvIx=ln+k2n
x=2n+k2nvx=jsntk-in
@ J(x) = g(x) geeft 4x —x? =5 —2x
—6x+5=0
(x=D(x=5)=0

x=1vx=5
g(x) =0 geeft 5 — 2x = 0 ofwel x =23

\

Y

24 2%
L) = nf(4x X2 dx+7tf(5 26 dx = nf(l6x2 8x3+f‘)dx+1rf(25 20x + 4x2) dx
—n{'36x3 2x4+_fgx5} +n[25x—10x2+ }
=q(¥—-2+1-0) +a(25:23 - 10+ (282 +3- (297 —=n(25 - 10+%)

— 33 125 241
=Rt g 3"_30R 6307:

@ v —7(x) geeft ln( x+1)=y

2x+l—e‘
Ix=ev -1
x:ZeV -2
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1 1 |
L) = nfody - nf(Zey —2)2dy = nf(4e2~v —8ev +4)dy =m26¥ — 8e¥ + 4y,
0 0 0

—n(2e? —8¢ +4)— (2 -8 +0)=(2e? —8e + 10)n

D rv= (4;7610)5= 16(4x + 5)° geeft F(x) =16+ -(4x +10)* + c = 1

g(x) = cos(n(x — 3)) geeft G(x) = %sin(n(x -3 +c

Bladzijde 234

23]

NEA ! 2
BD: )_ 1)”(1) }1+2/l+1+/1=9

A8, )en B(4,5) geeft AB: x+y=9] 3,=7

D(1+2-1 1+1) ofwel D(53, 3)
AD=\(8 =537+ (1 -3 =2l + (28 =242

@ Loodrecht snijden, dus f(x)=g,(x) A ['(x)-g,'(x)=-1
In(x) =+ px A %-(Qx +p)=-1

In(x)=x>+px A 2 +!;)=—
In(x) =+ px A }xi=*3
In(x)=x>+px A p=-3x
Substitutie van p =-3x in In(x) = x> + px geeft In(x) =x* +-3xx
In(x) = -2x2
Voer in y, = In(x) en y, = -2x2.
Intersect geett x = 0,5482...
Dus p=-3x=-1,64.
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(e}

4

4 1.2 2 4 2
I(L)=th(x ;l)dx—n'12'3=nf(x+%) dx—37c=7rf( 2424 )dx 3n
1 1

1

4
=7rf(x2+2+x’2)dx—3:rt=:rc[§x3+2x—x"ﬁ—3n

=q(}-43+2-4-4"1-(}+2-1))-3n=27in—3n=243x
. . 1
b Verschuif de grafiek van /1 omlaag, dit geeft de grafick van g(x) =x + T 1.

4

4 4
I(M)—itf(g(x))zdx—ﬂ[(xz: L l)zdx—n[((xt 1)2—2-"2; Ly 1)dx
4 4
= f(x+2+——2(x+)lc) 1)dx=ﬂf(x2+2+xl—2—2x—%+l)dx
1

4
th(x —2x+3——+x )dx | S ok G 2|~
1

=qal-4-42+3.4-2m4)-1-(-1+3-2mm(1)-1))
=211 -16+12-2In|4| - - (3-1+3-0-1)) =15z — 2xnin|4|

@ /() =(x+a)n)

flx)=1 -ln(.x)+(x+a)-%=]n(x)+ 1 +%=ln(x)+ 1+ ax’

" _l_ 2_l_i
L@ =g-axt=o-5
£,"(3) =0 geeft } g 0
a=3
¥
1,
|
|
|
i
o 3 *

De grafiek van f, gaat voor a = 3 over van afnemend stijgend naar toenemend stijgend.
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ey 1
®OA= 3,dusk:x+3y=c c=1+3-3=10

door A(1, 3)
kix+3y= lO}x_ 10
y=0

y

el

A(1,3)
C
V

N

1[\)(

k

\fﬁ

\fﬁ i
1) =tn-329— [12dx=27n—n [ (10— )dx = 27— 2] 10r — 1|
1

=27x— n(10yT0-1-1010) +7(10 - 1) = 27— n- 62/T0 + = 92 = 7(362 — 62,/10)

2x+ 11 _ 68
x+4 Ty
_68(x+4)

Y T 11

b 68x+272
14x + 77

272
Bt 6840

1440
14+§

. 68x+272 .
my=lim-———=1

li
et xSe |4y + 77

=48
X—3oo 7

o

3093
2+ =—
x+4 v

3 68
x+4=E72
3 68— 14y
x+4 Tv
21y

T 68— 14y
21y

PO
68 — 14y

x+4

21

5 _ 14
})

= lim
V—poo

B = B |20 4
v v | 68 — 14y

y= 2+ 30,2,1-7 1
301 =y~
0,2x—1="3log(y —2)
0,2x =1+ 3log(y — 2)
x=5+53log(y—2)
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D P+ -6x+4v+5=0

=0 }x2—6x+5—0

(x—1D(x—-5)=0
x=1vx=5
Dus A(1, 0) en B(5, 0).
A 5=10
—6x+)2+4y+5=0
(x=3P2-9+(y+2)2—-4+5=0
(x—32+(y+22=8
Dus M(3, -2).
¥ !

A(1,0) B(5, 0)

/| o

— (-2 — {2
MA = ( ) ) staat loodrecht op MB = ( 2).
Dus de gevraagde hoek is 90°.

@ /(n-p)=2+ (n—p—in)cos(in—p) =2 - peos(in —p) =2 - peos(p - in)
f(%ir+p)=2+(%ift+p—l m)eos (37 +p) =2+ peos(ju+ p) =2 = peos(p — in)
Voor elke p is f(%:rt p)= ( n+ p). Dus de grafiek van fis symmetrisch in de lijn x=im.

1 1
@ 1 +tan(5x—3m)
tan (2x = 31r) =1
O O §
?x—%n—4n+k
Ex:?TE-Fk‘TE
x=1lsn+k2rm
verticale asymptoot:
SR ‘
?x thszC-Fk s
5x=sg:rc+k‘:rc
x=3n+k2n

y

P

oo ———————

N

flx)>2geeft Iin<x<1ig
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@ (=326
Wy=1>—4
Raaklijn evenwijdig aan de x-as als y'(t) =0 Ax'(1) #0
20=0A2P-41-6+#0
t=0

geeft x' (N =22 -4t —6eny'(f)=2¢

t = 0 geeft het punt (0, -4).

Raaklijn evenwijdig aan de y-as als x'(1) =0 A y' (1) #0
20 -4t—6=0A2t#0
P=2t-3=0At#0
(t+D(E-3)=0At£0
t=-1vit=3

t=-1 geeft het punt (31,-3) en =3 geeft het punt (- 18, 5).

-3} (2
@ ﬁ=(_j)enﬁ=(2)geeftcos(4(AB,AC’))= ((;)) ((62)) =_56.D%‘=5\1/i—0
1) \e

Z(AB, AC) = 55,3°

Bladzijde 235

@ Xy +dx—6y+8=0
xX2+4x+)y?—6y+8=0
(x+22—4+(y—32-9+8=0
(x+2P+ (p—3)y=5
Dus middelpunt (-2, 3) en straal +/5.

d(A, ) =d(A, M) —r=JQ2 —-2P+(11-3P—5=16+ 64— 5= 80— 5=45- 5=35

@ x2+_];2—2x+ ov=20
X2=2x+12+6v=0
(x= 12— 1+ (@p+32-9=0
(x—1)2+@+3)2=10
Dus middelpunt (1, -3) en straal \/10.
y

w

> 2
4
1 il
2 -1,-0 R N5 e
5 - = L
A 4 AN
-2
k
_3
M(1, -3)
4
"1
E
N //

De enige lijn op afstand /2 van k die de cirkel snijdt is de lijn /,: (i) = ( i ) + A(ll )
I, snijden met ¢ geeft (1 + 42+ (1 = A2 —2(1 + ) +6(1—1)=0
1+2A+2+1-21+12-2-21+6—-64=0
202-81+6=0
2—414+3=0
G-1(—-3)=0
A=1vi=3
A=1lgeeftx=2eny=0eni=3geeftx=4eny=-2.
Dus de gevraagde punten zijn (2, 0) en (4, -2),
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@ Substitutie van x = cos(r) en v = 2sin(2¢ — 1) in ¥ = 2 — 4x? geeft 2sin(2¢ — 11) = 2 — dcos ()
sin(27 —1m) = 1 — 2 cos?(7)
~cos(2t — Ln + in) = -cos(20)

-c0s(2f) = -cos(21)
Dit klopt en omdat x = cos(r) is -1 <x < I, hoort de
parametervoorstelling dus bij de parabool.

— (b—a
© -
c
— s a -c a—c
= e = o =
OD =04 + 4B, (0) (b_a) (b_a)

D op de v-as geefta —c =0 ofwel c =a,
—_— — — — — -c b—a -c—1ip+la
BM—BC+CM—ABL—L—AB—( )—5( )—( 2 12)
- —-a c b—a-5c

BM horizontaal geeft b —a — ¢ =0.

Substitutie van c =a in b —a — 3¢ =0 geeft b —a — 3a = 0 ofwel b= 13a.
— f(-c-ib+la 5 g i
BM = b W_(—a—zaﬂ—ia)_(—lza)

c=aenb=1ja 0 0
BM=3geeﬁ‘14la‘=3,dusa=2%.

Dusa=2%b=32enc=2%

@ k2= 1 ofwelkix+2v=2p
2p P
Door (6, 1) geeft 6 +2=2p
=4
Dus voor p = 4 gaat de lijn door (6, 1).
@ Stel 4B=x. 1

3
Danis BC=ix, AC=1x3, CE=Lx\Ben CD=22 =115

2
De omtrek is 2 - x + 2+ Lx + 4+ Lx\/6 = 3x + x./6.

Omtrek = 12 geeft 3x + x./6 = 12

x(3+6)=12
' £ 3-6 12(3-.f6)

*“Bi 6 -B  0—6

Dus de lengte van AB is 12 — 4./6.

@ glOSjaar = 0’5

Gioar = 0.57=0,99329...
Dus per jaar is de afhame 0,67%.

QI

=4(3-6)=12-4/6

Bladzijde 236
@ Stelky=ax+b) -
door A(-1, 1) } ath=1
b=a+1

Dusk:y=ax+a+lofwelkiax—y+a+1=0
Raken, dus d(M, k) =r

3a+1+a+1]|
g e

|4a+2|=/10a*+ 10

1662+ 16a+4 =104+ 10
6a*+16a—6=0
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3> +8a—-3=0
D=8"-4-3--3=64+36=100
_-8+10 _-8-10
a=———va=—:
6 6
a=§va=*3
a=3geeftk:y=3ix+1jena=-3 geeftk,; y=-3x—2.

® verticale asymptoot:

In(x)+1=0

In(x) =-1

x=g" -3
e

: g " 1
Dus de verticale asymptoot 1s de lijn x = =

horizontale asymptoot:

) 1
In(2x) — 1 i In(2) + In{x) — 1 y In(x) In(x) 0+1-0
m — — = =
P In(x)+1 -=  In(x)+1 In(x) — e o 1 1+0
In(x)
Dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 1.
y
I
:
I
I
I
|
I
- —:— ————————————————— y=1
I
: /
I
I
T X
0] I
I
|
1
|
I
I
I
I
1
I

=l
X*s

@ A4 BY=\Q-2p) +(p+ 1-3=J4-8p+4p> +(p -2 =\4-8p+4p>+p —4p+4

=[5 —12p+8

Dit is minimaal als 5p? — 12p + 8 minimaal is. Dus als p = ——= 1},

,2 . 5
De minimale afstand is \[5- (87 —12-§+8 = [f=5/5.

B+ SR+ 6x+4+.fx
2

@ fn-=

=x+5 +g+4x‘2+x"%geeft

X
F(x)=;x2+5x+61nx|4x-'2x-%+c=;x2+5x+61nx|;%+c
X
_'Ex3+5x2+6x1n\x\—4—2\/§+
I
© /=E gt iy = e 2l
X)=——"7—" X)= =
In(r) n%(x) n?(x)

S(x)=0 geeft 2xIn(x) —x=0
x(2In(x)—=1)=0
x=0 v Inx)=3
vold. niet x=ei=1fe
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i
: f
I
|
|
L
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
L X
O : Je
I
|
|
|
I
|
|
|
x=1
Dusmin.isf(\/g)= e, =$=Ze.
In(ef) 3
@AABCmAAEDgeeﬂ‘iB:ﬁ:&
AE AD DE
47 _4AC_ 21
26 18 DE
;—7=£geeft26 *AC=47-18
6 187 ac-3253.
CE=AC—-AE=3253...—26~=6,5
47 21
2L =2 geeft47-DE=26-21
26~ pE &Y .

DE=11,6

o f(x):x2+4x—5 _x=DE+5) (2 —2)2x +10)
“ 2x+a 2x+a 2x+a
De grafiek van f, is een lijn met een perforatie als a =-2 of als a = 10.

@ Substitutie van x=3t+peny=¢+ linx? +32 +4x — 8y + 10 =0 geeft
Bt+pP+(+1yP+4C3t+p)—8(t+1)+10=0
O +ept+p?+rP+2t+1+12t+4p—8t—8+10=0
10p* +(6p+6)t +p* +4p+3=0
Raken, dus D=0
(6p+ 62 —4-10-(p*+4p+3)=0
36p7 +T2p +36 —40p? — 160p — 120=0
~4p? — 88p — 84 =0
p2+22p+21=0
(p+D(p+21)=0
p=-lvp=-21

@ Vocr in v, = 2cos(2x) + 3sin(2x),
De optie maximum geeft v =0,491... en y =3,605...
De optie minimum geeft x = 2,062... en y =-3,605...
bh=13,605...
u=>bcos(2t—d) = bcos(z(t - %d))
ld=0491...
d=0982..,
Dus u =3,61cos(2¢ — 0,98).

| u, = 3sin(30) | u, = 5sin(5) | u, = 7sin(71)

min

Dus de periode is 2.

[0, 2x] ’ 3 periodes ’ 5 periodes ’ 7 periodes
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@ /(¥) = In(2x) + 24 = In(2) + In(x®) + €24 = In(2) + 3 In(x) + e 4
F(x) =xIn(2) + 3(xIn(x) — x) + 1e¥** + c =xIn(2) + 3xIn(x) - 3x +1eX 4 +¢

__ oy (2sin(x) —1)-0—1-2cos(x) _ -2cos(x)
D /9= 5 7 SRS W T B
1 = 1 0
7(w) 2sin(in) -1 2-1 .
= 1
Stel k: y=ax+bmeta= f'(Lx) :M:O.

(2 sin(i:rc) -1)
Dusk:y=1.
2sin(x) — 1 = 0 geeft sin(x) =4
x=ln+k2nvx=3in+k2n
x op [0, 2] geeft de verticale asymptoten de lijnen x =tz en x =

Dus B(in, 1) en C(in, 1).

=] (%]

.

Bladzijde 237
2x , @+p)2-2x-2x 2xX+2p—4x? -2x?+2p
@fp(x)=2—gecftfp(x)= 2 2 = 2 7 (2
x+p (x* +p) (x* +p) (** +ppP
f,'(x) =0 geeft -2x> +2p =0
x2=p
x=+\pvx=-\p
-2\p _72\/[::_ 1

2 W _ 1
f(@f(\/ﬁ)zw 2 \p Sp) (-\pP+p 22 b

B A(\/E, %) - B(\/}_), %) |

AB=\/(2\/§)2+(%)2=\/4;;+§

AB:4geeft4p+§:16

42 +4=16p

4p* = 16p+4=0
pPP—4p+1=0
(p-27-4+1=0
(p-2y=3
p-2=\3vp-2=-\3
p=2+B3vp=2—-3

/

(75) y

<
"
o

1

A

0

P
o) = j‘x dy= [In@)dy=[yn) -] =pnE) —p - (n() - H=phE)-p+1

X

1 1
OVy=1geeft pln(p)—p+1=1
pln(p)—p=0
pnp)—1)=0
p=0 v In(p=1
vold. nict p=c¢
Dus voorp =c.
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@ /(%) = cos’(4x) + sin®(6x) = 1 + 3 cos(8x) + 5 — Fcos(12x) = 1 + Lcos(8x) — S cos(12x) geeft

F(x) = x+ - sin(8x) — ;sin(12x) + ¢

@ De middelpunten liggen op de bissectrices van / en m.
lx+2v—1] |2x—y—2|
V5 V3
X+ 2y—1[=|2x—y—2|
Xx+2y—-1=2x—-y-2vx+2y—-1=-2x+y+2
~x+3y=-1v3x+y=3

{—x+3y=—1
x+7y=21
10y =20
yp=2 } .
. _px—6=1
x—3v=1 =
Dus M,(7, 2).
3x+y=3 1‘ 3+ y= 3
{x+7y=21 g| ekt {3x+21y=63 )
20y =-60
y=3 :
x+7y—21};‘:(2)1‘21
Dus M,(0, 3).
7+2-2-1] 10
r,=d(Ml,l)=T=ﬁ=2\/§enr2=d(M2,l)= NG

Dus ¢;: (x=7)°+ (v = 2 =20 en i & + (v = 3)2 = 5.

Q@ f(x) =g(x) geeft *log(x +2) =1 + *log(2x — 11)
Nog(x +2) = og(3) + 3log(2x — 11)
log(x +2) = *log(6x — 33)
x+2=6x—33
-5x=-35

x=7

x=-2 y
!

|~

f(x) > g(x) geeft 51 <x <7

@D x'(1)=cos(z—Ln) eny'() = 2cos(21)
v=0geeftsin(2/) =0
2t=k-m
t=kin
t = in geeftx = sin(3m) = 12, dus ¢ = Ix voldoet.

vl _2cos(m) -2
e cos(in) Iz~ V2

tan(a) =-2/2 geeft a =-70,52...°
Dus de gevraagde hoek is 71°.
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D (o) =g(x) geeft Jx+4=2+ x—4
kwadrateren geeft
x+4=4+4\x—4+x—4
4=4\x—4
vx—4=1
x—4=1
x=5
vold.

L geeftf(5) = ——==1

2\x+4 2.9 °

1

2\x—4

tan(a) = § geeft a = 9,462...°

tan(f) =1 geeft = 26,565...°
B—a=17103..
Dus de gevraagde hoek is 17,1°,

fx) =

1
! = ft '5 :7:1—
g'(x) geelt g') = =7

/ﬁ

@ 2cos’(x) +sin(x) —2=0
2(1 — sin?(x)) + sin(x) -2 =0
2 — 2sin?(x) +sin(x) —2=0
-2sin%(x) + sin(x) =0
sin(x)(-2sin(x) + 1)=0
sin(x) = 0 v sin(x) = §
x=kmvx=ln+tk2nvx=Int+tk-2n
xop [0, 2x] geeft x=0 vx=érrvx=%n VYX=TTVvX=2n

D x'(O=-~+2t+3eny'(x)=2¢—4
Raaklijn verticaal als x'()=0

£-2t—-3=0
(t+1)—=3)=0
t=-1vi=3

t=-1 geeft het punt (- 13, 9) en ¢ = 3 geeft het punt (9, 1).
v=9geeftr—4r+4=9

2—4-5=0

(t+1)(t—=5)=0

t=-1vi=5

dy} 6 6
= ft | — = = =
175 gee Lix s 25+10+3 -12 °

tan («) = -§ geeft a =-26,565...°
De gevraagde hoek is 90 — 26,565...° = 63°.

@ De grafiek van f, heeft een perforatie als In(ax?) +2=0 A In(x) +4=0
In(ax?*)=-2 Aln(x) =-4
ax?=¢2ax=¢*

Substitutie van x = €4 in ax® = ¢ geeft a(e*)> = ¢
act=¢?

@ 2sin2x)=-3

sin(2x) =-1./3
2x=*§7r+k-2;rcv2x= 1§n+k-21r
x=-tntknmvx=3n+km

xop[0,2n] geefix=3nvx=2nvx=13nvx=12xn

Bladzijde 238
@ De grafick van f; heeft een perforatie als sin’(x) — acos(x) = 0 A sin(x) + 5= 0.
sin(x) + 1 = 0 geeft sin(x) = -5
x=*én +k-2nvx= léft+k-21t

xop[0,2n] geeftx=1invx=12x
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x=1ix geeft sin?(11x) —acos(1in) =0

(4 -a-hB-0
1tiaf3=0
doy3=-}
ok 2B A
323 3 °
x =12 geeftsin*(12x) — acos(12n) =0
(-3)*-a-3y3=0
}-baB =0
tay3-}
i 23 B
o~y PRS-k

1

Dus de grafiek van f, heeft een perforatie als a = —§/3 v a=¢

-25—--43 18
STE TR 1R
Q=57 %
k:y=3x+b }
% 3--3+bH=-43
door A(-3,-43) 9+ b=-43
b=-34

Dus k: vy =3x — 34,

k snijden met / geeft -4 + 21 =3(3 +31) — 34
-4+21=9+91-34
-Ta=-21
A=3

A =3 geeft het snijpunt (12, 2),

@o<i<s
a(f) = 0,012¢
V(1) = 0,0048 + v(O)}

= 3
W0} =0 W(£) = 0,004t

s()=0,001¢4
s(0)=0
v(5)=0,004-5=0,5
5(5)=0,001-5*=0,625

t=5

v(t) =05

s(t)=0,5(t—5)+ 0,625 = 0,5t — 1,875
s(10)=5-1,875=3,125

Dus er wordt in de eerste tien seconden 31,25 meter afgelegd.

}s(r) =0,0017

@ verticale asymptoot:

1-2e¥=0
x_ 1

i
x=In(})

Dus de verticale asymptoot is de lijn x = In(1),
horizontale asymptoot:

1+L
i et 1+0
R T i
_-

lim e¥+1 _ 0+1 :1:1
x—=-e 1 —=2¢%¥ 1-2:0 1

Dus de horizontale asymptoten zijn de lijnen y=-1eny=1.
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5 . 2
(9] ?"_(—2) geeft ”"_(5)

OC)] e

cos(Z(k, I))=|cos(£(,, )| = (2 VRN S N e RN NI E

Dus Z(k, [)= 11,9°,

@ -
y:i=x-1
x=p+1

q q q
I(L) :nfxl dy :ch(vz +1)2dy= nf(v“ +202+ 1) dy
0

0

=a[Lys+ 23y )0 =n(3e’ + 307+ ¢ - 0) =n(5q° +34° + q)
g=\p—1geeft (L) =x(3(Vp~ 1 +3(Jp~ 1) +p 1)
P
M) = fyzdx— f(\/ T)2dx= th(x—l)dx
|

=ali?—x] =allp?~p- (}- 1)) =a(}? - p+})

1) =2+ 100 geeftn (B(Jp =T + 3P = 1)+ = 1) =2 nlbp =+

Voerin y, =n( (Vx— 1P +2(Vx—1P+x—Deny,=2a(lx2—x +1)
Intersect geett x = 3,448...
Dus p = 3,45.

@ e2¥ — et tl 4 502 =
—be et +5e2=0
(e*—e)e*—5e)=0
e'=eve'=35¢e
x=1vx=In(5¢)

@ scheve asymptoot:
B+3x2-5x+8 x(x*—-1)+x+3x>—5x+38 +3x2—4x+8
= =X =

x2=1 =1 -1
3x—=1)+3—-4x+8 -4x+ 11
+ =x+3+—
x-1 x2—1
41
. —4x+11 , x x2 -0+0 . —dx+11
lim ——— = lim = =0en lim ——=0
xX— oo A~ X oo 7L 1-0 X —-o0 S |
2

Dus de scheve asymptoot is de lijn y = x + 3.

verticale asymptoot:

xX*=1=0geeftx=-1vx=1

Dus de verticale asymptoten zijn de lijnen x=-1en x = 1.
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D B =(x+2 e+ @+ 22— 1) =P +dx+ 1) €
f(x)=0geeftx>+4x+1=0
D=4-4-1-1=12

- 2\/_ —4+2\/§
- kP '
2
= \/_vx——2+\/§

y

243

- @‘Y
|

max, is f(-2-3) = (-2 - 3P +2(-2-3) - 1)e2" V= (4+43+3-4-23-1)e2" ¥
= R2+23)e* 8

min. is (-2 +3) = ((-2+3)2+2(-2+3) - 1)e?* V= (4-43+3 -4 +2,/3-1)e2*V
- (2-2/3)e7'

Dus de vergelijking f'(x) = p heeft precies twee oplossingen voor
(2-23)e?* B <p<0vp=(2+23)e?"V?
Bladzijde 239
P
@ 0= [ Jvdv= [ade=[30f=Fp -0 =3ps

P
0 0

oVy=10 geeft%p3%= 10
r=35

X

L&
——]

p: 7 \/ﬁ—m
_1—-3x
D /&=y
(x+1P2-3-(1-3x)-2(x+1) -3(x+1)—2(1-3x) -3x—3-2+6x 3x—5

f'x= 1y - x+ 1) T 1P @xt1p
" _(x+1)3-3—(3x—5)'3(x+1)2_3(x+1)—3(3x—5)_3x+3—9x+15=*6x+18
= — Crht . @rf @D
f’(x):Ogeeft?ax—S:Oofwel3x:50fwelx:1§enf”(x):0geeft—6x+18:00fwe16x:18,dusx:3.
y

I

o

|

|

I
A I

PN B 3

|O\L= : x

: B C

x=-1

In 4 toenemend stijgend, in B afnemend dalend en in C overgaand van toenemend stijgend naar
afnemend stijgend.

@ v = sin(x)
| verm, y-as, 2
1

v =sin(}x)
| translatic (-2, {n)
y=sin(}x+2)) +in

Dus f(x) = sm( x+ 1) 411.
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@ Fo-(¥3)

2-2t+1

-2+2t+3
0=("525")

z([)_(—2x+ 2)

=)

2

v=0geeft#-2t+1=0
F—1y=0
r=1

v()=\E1+2+3+(2-2P=16+0=4

V(D) d ) M

“D="T30] ~" a1
D
i g
B
D
#Lc
/O/ |
x=p

L=g(p)~f(p)=3p—1 -7
dL

@=3 — 223

dfL:ng:eft 2e-3=3
e¥3=11
2p—3=In(13)
2p=3+In(1})

Dus voor p= 15 +11n(1}) is de lengte van CD maximaal.
De lengte is dan 3(15+31In(13)) = 1 = 13=45+ [31n(13) —25 =2+ 111n(1}).

D »-Slog(n)
| translatie (3, 0)
v ="log(x—3)
| verm. y-as, 1
v="Slog(2x - 3)
| translatie (0, -2)
f(x) =-2+ Slog (2x — 3)

@ ~cos(2x + in) = cos(2x + 1ix) =sin(2x + 1in + ix) =sin(2x + 12n)

4x-3 22x+1)-2-3 5
10 =2 % r1

F(x):2x75~%ln|2x+1|+c:2x72%ln|2x+1\+c

@ Noordhoff Uitgevers by

Gemengde opgaven 179



E V3+2

Be=(

) .
en ?3 = ( 0 ), beide met lengte 2.

s == (1) (0)= (5 7)

De stelling van Pythagoras in ABEF geeft BE>=BF2+ EF?=(-\3-2)2+ 1=3+43+4+1=8+43
BE=/8+43

BF _ \3+2 8+43 (3+2)\/8+43 §-4\3

E_\/8+4\/§'\/8+4\/§_ §+43  8-43
(\/§+2)(8—4@\/8+4\/§=(8\/§—12+16—8@\/8+4\/§=4\/8+1m=%\/8+m_%\/2+\ﬁ

64— 48 16 6

cos(15°%) =

Alternatieve nitwerking

cos(2a) = 2cos*(a) — 1

2cos’(a) = 1 + cos(2a)

cos?(a) =1 + L cos(2a)

c0s?(15°) = § + Lcos(30°)

cos*(15°) =3+ 13

cos(15°) =3+ 133 v cos(15°) = —\/5+ 113
vold. vold. niet

Dus cos(15°) = /L + 1 /B=1\2+ f3.

@B Stel k: y =2x +b.
cx?+ 1y +2x—6r+5=0
y=2x+bh

¥+Rx+bP+2x—6(2x+b)+5=0
X442 +4bx + b2 +2x—12x—6b+5=0
5x2+(4b—10)x+ b2 —6b+5=0
Raken dus D=0

(4b—10)2—4-5-(b2—6b+5)=0

16b% — 80b + 100 — 205% + 1205 — 100 =0

-4b* +40b=0
-4b(b—-10)=0
b=0vb=10
Dus de raaklijnen zijn y =2x en y = 2x + 10,
@g(x):u, dus voor g geldt Jc:"!lti4
x—6 y—6
xy—6x=y—4
xy—y=6x—4
yix—1)=6x—4
}=6x—4=5(x—1)+5+x—4=5(x—1)+x+l =5er+1
? x—1 x—1 x—1 x—1

Dus g is de inverse van f'voora = 5,
Bladzijde 240

@D De punten B, C en D zijn de beeldpunten van A4 bij de rotaties om O met 90°, 180° en 270°.
Dus B(-3v/3.3), C(-3.-3/3) en D(31/3, -3).
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@ cos(2x) =2cos’(x) — 1
2¢0s8?(x) =1 + cos(2x)
cos?(x) =1 +1 cos(2x)
cos*(x) = (1 +§ cos(2x))?
cos’(x) = § + 1 cos(2x) + 1 cos?(2x)
cos*(x) =+ L cos(2x) + (L + Lcos(2v))
cos’(x) = + 1 cos(2x) + § + § cos(4x)

cos’(x) =3 + 1 cos(2x) + § cos(4x)

Dus y = cos*(x) =3 + 1 cos(2x) + § cos(4x).

@ /(x) = x - tan*(3x — ) geeft

£1x) = 1-tan*(3x — i) +x - 3tan?(3x — ix) - 3(1 + tan?(3x — ix))

= tan®(3x — 1n) + 9xtan?(3x — in) - (1 + tan2(3x — in))

-1+5 _
2

2

@ cvenwichtsstand = a =
amplitude=b=5-2=3
=1

(o8] L

periode 2n — 31 =37, dus ¢ =

TN
;—4‘:1

top (3, 5) geeftd =3n
Dus y =2 + 3cos(13(x - 3n)).
@ =0geeftd—1=0

=4
t=-2vi=2

t =-2 geeft het punt (0, -2), dus voldoet niet.

t =2 geeft het punt (0, 2), dus voldoet.
Fo-(32%)
Fiiy=

P -3t

. oy
Y= (3:2 - 3)

5. 5
d (m)
4

baansnelheid = |? (2)| = ‘ ( 9)

(5)-(2)
V2)-d@2) \9) \12) g+108 116

=16 + 81 =97

A7 BN AR AN

x2 - {cos(x) + sin(x)) — ((sin(x) — cos(x)) - 2x _ x(cos(x) + sin(x)) — 2(sin(x) — cos(x))

@ /W= N

_ (x +2)cos(x) + (x — 2)sin(x)

x3

@x<0 geeft 2 + 4cos(21) <0
4cos(2r) <-2
cos(2f) < -1
Intk-2mn<2u<lim+k-2n
Mtk n<t<in+k'm
xop [0, 7] geeftin<t<3m

x<OAy>1geefisn<t<in

¥

v>1geeft1+4sin(2f) > 1

4sin(2r) > 0

sin(26) > 0
O+tk-2n<2t<m+ik-2m
km<t<jm+k-m

xop [0, 7] geeft 0 <¢<im

Dus P bevindt zich $m — §m = ¢ 7 seconden links van de y-as en boven de lijny = 1.

@ Noordhoff Uitgevers by

Gemengde opgaven 181



Bladzijde 241

@)= ()
GREREEEE
I

}

-9 - 14]

cos(ZL(k, 1) =

-2
Dus Z(k, [)= 33,1°.

7

(¥ —3)-e*—(eF—-2)-2e* ¥ —3e*—2e¥+4e¥ _ e +4e™ —3e" _-ef(e™—4e*+3)

GG e

@f’(x) = (e — 3P

f'(x)=0geefte™ —4e*+3=0
(e*—1D(e*—3)=0
e'=1ve'=3

x=0vx=In(3)
1=2 3-2
=<1 1 =2 = _
fO)= =5 =henfln(3) =
1_2
lim e*—Z:]i g g% _ 00
x—e ¥ -3 yow 3 1-0
o
¥
i
i
_________ S I
—_— |
|
: bi
I B —
o @
i
i
x:%lln(S)

Dus B,= («, | en [}, ).

@257 +6=5""
52r,5x+l+6=0
(5% —5:5"+6=0
(5*-2)(5*~3)=0
5*=2v 5"=3
x="5log(2) v x="°log(3)

D2+ - 6x+4y+8=0
¥ —6x+1?+4y+8=0
(x—32-9+(p+22-4+8=0
(x =3P+ (r+2y°=5
xp=3++/5 cos(t)
Dus .
yp=-2+5"sin(?)

1

(ezx _ 3)2

P(3+ 5 cos(£), -2+ /3 -sin(1)) en A(10,0) geeft

Q(s + 5 cos(t) + 10 -2+ /5 -sin(r) + 0

2 ’ 2
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xp=13+3/5"cos(®)

{-]"Qz_l +% 5 sin(f)

Dus Q op (x— 11)* + (v + 12 = (L/3)°
x2—3x+2£+_pz+2y+l:ﬁ'5
P+ —3x+2p+2=0

Dusc, ¥ +32—3x+2y+2=0.

@Stel Ly=px+5ofwel I: (x) = ((5)) +)L(1 )
Y

P
= _ [6—4) 2)
e 2-2)" o
) o)
Pl \o
Z(l, BC) = 20° geeft cos(20°) =
1+p21
1 ,
1+p2= =1,064...
P o8 (20°)
1+p2=1,132..
7=0,132...
p=+0,132... v p=-,/0,132...
p=0363...v p=-0,363...
Dus de gevraagde lijnen zijn y = 0,36x + 5 en y =-0,36x + 5.

stelky=ar+1 meta:rck:()l:_z1 =

Dusk:y=-x+1lofwelkix+y—1=0

|9+2~1 10
-~ -502
J1+1 2 5v2

@ Stelc: (x— 8P+ (y— 572 =1
Jx=t+2 (t—6P+(3t—4y =/,
‘{y=3t+1 P—12t+36+92—-24t+ 16—+ =0
102 —36+52—12=0

=1,

(4, k) =

Rakendus D=0
(-362—=4-10-(52 -2 =0
1296 — 2080 + 402 =0
4072 =784
=196

Dus c: (x — 8) + (v — 5)* = 19,6.

@D In2(x) - 8In(x) +12=0
(In(x) — 2)(In(x) — 6) =0

In(x) =2 v In(x) =6
x=e*vx=¢eb

@ {;23 o (1)) ()

S - {2 e B
r’_(2)geefm’_(3)’du“‘2x = c]c=2~3—3~b=6—3b

door (-3, b)
iéxx;?’y.:_flﬁzi 3b} vallen samen als -3 =a A-6-3b=12
erTar= a=-3A-3b=6
a=-3Anb=-2
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5 D c
2 v z =
<
7
1 A // 1
/ E B
/
o 1 5 3 ] 5 6 7 8 *

m=m, +m,=1:4:2+1:2=4+2=6
1 1 8
z =é(4-(51’%) +2(;)) —';‘(?%) +§(§)— (ig),dusZ(Sg, 13).

2 p=~r—4 . [¥(O=20-4
Woy=22+4t By =41 +4

Raaklijn horizontaal geeft v'(1) =0 Ax'(£) # 0
4t+4=0A2t-4+0
df=-4 A2t 4
t=-1Aat#2

t =-1 geeft het punt (5, -2).

Raaklijn verticaal geett x'(1}=0 A y'(f) # 0
2t—4=0Ad4+4+0
t=2nat#-1

t =2 geeft het punt (-4, 16).

Dus in het punt (5, -2) is de baan evenwijdig met de x-as en in het punt (-4, 16) is de baan

evenwijdig met de y-as.
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